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VIIl. Kapitel Lineare Transformationen

1. Definition und Beispiele

Def. Ei ne "Vorschrift" T, die jedem Element v aus einer Menge V genau ein Element
w =:T(v) aus einer Menge W zuordnet, heiBt (totale) Abbildung von V nach W
und wird durch T:V - W vi>w=T(v) symbolisiert, d. h.

TV H>W
- ist Abbildung 1< AV T0)=w und A\ u=v = T =Tw)
VHWZT() veV weW u,veV

NB Um den etwas schwammigen Begriff "Vorschrift" zu vermeiden, kann eine (totale)
Abbildu ngT:V—> W als linkstotale und rechtseindeutige Relation T cV xW definiert

werden; siehe Literatur.

Def. (vgl. IV. Kapitel 2) Seien V, W Vektorrdaume Uber denselben Kérper K.
Eine Abbildung T :V —» W heiBt lineare Transformation (Homomorphismus), wenn gilt:

) N\ TW+v) =T +TN) , i) /\/\T(ku) —KT(u).

u,veV keK ueV

Additivitat Homogenitat

NB Die Linearitat, d. h. Additivitat und Homogenitat, ist dquivalent zu
/N /N T+ Kouy) = KT (Uy) + kT (uy). Ubung.

kl,kz eK Ul,Uze

Far V=W heiBt T linearer Operator auf V.

i) Orthogonalprojektion proj, :V — W auf einen endlichdim. Unterraum W eines
r

euklid. Vektorraums V, d. h. T(u) = proj, u =Y (u, w,)w;, wobei {w;,...,w,}

i=1
ONB von W ist. )
Beweis der Linearitat von i) und ii) zur Ubung.

iii) Mit einer Basis B = {v;,...,v,} von V ist - wegen der eindeutigen Darstellung
u=kyv; +...+k,v, fiirjedes ueV - eine bijektive”, d. h. umkehrbare lineare
Transformation (Isomorphismus) gegeben durch
T:V->K", T()=(ky, ...,k )=(u)g = Koordinatenvektor von u bzgl. B

Zur Linearitat: u=Kvy +...+Kv,, U =Kk'Vy+...+K,Vv

n'n/’ n-on

u+u =k + k' Wy +o+ (Ky KV, 0 Ku = Kkgvy + o+ KKV,

Tu+u)=(k +Ky' o Ky + Ky ) = (Koo K+ (K e, Ky ) =T(U) +T(U)
T(ku) = (kk, , ..., kk,) = k(K , ..., k,) = KT (u)

" zur Bijektivitat siehe Def. Abschnitt 3



iv) Sei V eukl. Vektorraum und vo e V; T:V >R, T(u)=(u,v,)
V) D:CY(R) - F(R)
f - f' , der Operator D istlinear, denn (f +g) =f"+g’ und kf'=(kf);
ebenso
vi) I :C(R) > CY(R)

f o I(f) (I(f))(x)z]sf(t)dt, denn j(f +g):jf +jg, jkf:kjf
0

vii) T:P, > P, T(p)(X)=xp(x), denn
T(py + P2)(X) = X(Py + P2 )(X) = X (Py(X) + Po(X)) = Xy (X) + Xpy(x) = T(py )(X) + T (p)(X)

=(T(py) +T(py))(x)
T(kp)(x) = x(kp)(x) = Xkp(x) = kxp(x) = KT (p)(x)

Satz VII1.1 Seien V, W zwei K-Vektorraume, {v1 ,...,vn} eine Basis von V und

Bew.:

mit

Mit

z. B.

Mit den Matrizen B=(v; v, v3;) und

wy,...,W, € W. Dann gibt es genau eine lineare Transformation T :V -»W mit
T(vy)=wy, ..., T(V,) =w,.

T(Vv) =kwy +...+kw, e W.

Wegen der Eindeutigkeit der ki's ist die Zuordnung eine Abbildung, deren Additivitat
u=Ilvy+...+lv,, u+v=_~ +k vy +...+ (I, +k,)v, gezeigt ist durch

T(u +v)D=f(I1 +FRowy + o+ (1 FRoOwW, = hwy o+ Lwy, + RKgwy KW D=fT(u)+T(v).
er. er.

ke K und ku=Kklyv; +...+ Kkl v, ist T(ku)=(klw; +...+ (Kl w,
=k(wy +...+kw,) e KT (u),
er.

d. h., auch die Homogenitat ist gultig.

ii) Eindeutigkeit: Seien T,, T, :V - W lineare Transformationen mit

1

= kwy +... o+ kw, = KTo(vq)+..+ K To(v,) = To(Kvy +...+Kyv,) =To (V). O
Vor. Vor. T, lin

1 1
T:[R3_>[R2 V1:11V2: 1,V3= rWl:(lj' WZZ(ZJ' W3:[4J
0 -1 3
1 0 0
C

(T (Vi) T(vy) T(vs ))

/L
E
s
E
s

gerechnet, erhalt man fir v e R3

Da B invertierbar ist, folgt

0 0 1
T(v)=CBlv = (1 2 4) 0 1 -1lvs= [4 -2 _1Jv
0o -1 3 1 1 0 3 -4 1
Xt % 4%,  -2%x; X
bzw. mit | x, |=Vv € R? T|| %, :[ ! 2 3].
3X; 4%, +X3

X3 X3



Satz VI1I1l1.2

i) Fdr lin. Transf. T ist T(0)=0, denn 0=0T(v)=T(0Ov)=T(0).
i) Far lin. Transf. T,:U >V , T,:V - W gilt: Die Hintereinanderausflihrung
(Komposi tion) T,oT; :U 5>W mit T, Ty (u):=T, (T, (u)) ist linear.
Bew.: T, oTy(ku + Iv) = T, (T, (ku + Iv))T=|_ T, (KT (u) + 1Ty (v))
1 In

e KT, (Ty(U)) + 1T, (Ty(v)) = KT, o Ty (u) + 1T, o Ty(v) .

Satz VI111.3 Seien V und W K-Vektorrdume, dann gilt fir lineare Transformationen
T, T, T,:V->W und keK:

T+T,:V>W kT :V ->W
sind lineare Transformationen, wobei die Summe und das skalare Vielfache von lin. Transf.
punktweise definiert ist, durch (T; +T,)(v) :==T;(v) +T,(v), (KT)(v):=KT(v). Beweis zur Ubung.

NB Die Menge aller lin. Transf. T :V —W zwischen zwei K-Vektorr. V und W = Hom,(V,W)
tragt also die Struktur eines K-Vektorraums. Beweis zur Ubung.

2. Kern und Bild

Def. Furlin. Transf. T:V —»W wird definiert Kern(T):={v|veV, T(v)=0}cV
Bild(T) :={T(v)|veV|cW
z.B. T:R?>5>R?

X, y)>(X-y,y-Xx) < T[;j:(_i _ﬂ(;j:[ﬂ(;)

Kern(T)={r Gjl r e[R} Bild(T):{r (_ﬂl r e[R}

Kern(T) Bild(T)
[R2
2 T 2
f R —> R T

Satz VI111.4 i) Kern(T) ist Unterraum von VvV, i) Bild(T) ist Unterraum von W.
Bew.: i) a) T(0)=0 = 0eKern(T) B) Ubung

v) keK, veKern(T) = T(kv)=kT(v)=k0=0 = kv eKern(T)

i) o) 0=T(0) = 0eBIld(T)
B) w, w'eBild(T) d:f esex. v, v'eV mit T(v)=w und T(v)=w'
er.

= W+W =TWV)+T(V')=T(v+V')eBild(T) y) Ubung

Def. von Rang und Defekt lin. Transf. durch dimKern(T) = def(T) , dimBild(T) = rang(T)

Satz VII11.5 Dimensionsformel fir lin. Transformationen

Fur lin. Transf. T:V - W mit dimV =n gilt
dimKern(T) + dimBild(T) =dimV bzw. def(T)+rang(T)=n



Bew.: dimKern(T)=0 oder dimKern(T)=n=dimV zur Ubung.
Sei 0 <dimKern(T) <n und {v1 ,...,vr} eine Basis von Kern(T), die sich nach
Satz V.14 zu einer Basis {v1 reeerVe s Vi ,...,vn} von V erganzen lasst. Der Satz ist
bewiesen, wenn B = {T(le),...,T(vn)} eine Basis von Bild(T) ist, da dann
dimKern(T) +dimBild(T)=r+#(B)=r +(n-r)=n ist.

Gezeigt wird i) spanB = Bild(T), ii) B ist lin. unabhangig.

zui) " ist klar, da B < Bild(T) und Bild(T) UVR von W ist nach Satz VIII.4.
"o": Sei  weBIild(T), dann exist. veV mit T(v)=w und v =Kkyv; +...+k
Also ist w =T(Kyvy +...+ KV, + KV g+ KV,)
=KTv) + o+ KTV )+ K TV )+ + KT V,)
=K 4TV, q)+...+K,T(v,) e spanB,
da nach Vor. v; eKern(T) istfar i=1,...,r.

V

n'n*

zuii) Aus K., T(v, 4)+...+K,T(v,)=0 folgt T(k, v, .1 +K,v,)=0
und damit v =k, 4v,,; +...+K,v, € Kern(T).

Da {Vy,...,v,} Basis von Kern(T) ist, hat v auch die Darstellung v =kyv; +...+ kv, ,
woraus 0=v-v=KVv; +...+ KV, -k v, 1 —... - kv, folgt.
Da {Vi/./Ve V1.V, ) €ine Basis von V, also auch lin. unabh. ist, folgt

K =..=k =k, =..=k, =0. [

3. Inverse Transformationen

Def. Eine Abbildung T :V — W heiBt injektiv wenn gilt: /\VT(u) =T(v) = u=v.
EE— u,Vv e

Satz VI11.6 Fur lin. Transf. T:V - W gilt: T injektiv < Kern(T)={0}.

Bew.: "=" ueKern(T) = T(u)=0=T(0) 2 u=0
or.
""" TU)=Tv) = 0=TW-T(V)=T@u-vVv) V:> u-v=0 = u=v
or.

NB Vgl Satz V.24: L6s(A|0)={0} < N\ #(Los(A b)) <1, T:K" > K™, T(x)=Ax

bekM

Def. Eine Abbildung T :V —» W heiBt surjektiv, wenn Bild(T)=W ist.

Satz VI11.7 Fir lin. Transf. T:V ->W mit dimV = dimW = n € Ny gilt:

T surjektiv. < T injektiv

Bew.: T surjektiv < Bild(T)=W <« dimBild(T)=dimW = dimV <« dimKern(T)=0
def. Satz V.15 Vor. SatzVIII.5

< Kern(T)={0} <« T injektiv
def. Satz VIII.6



Def.

NB

Eine Abbildung T :V — W heiBt bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv ist.
Eine bijektive lineare Abbildung (Transformation) heiBt (Vektorraum-)Isomorphismus.

Um die Bijektivitat einer linearen Transformation T :V - W mit

dimV =dimW =n e,

z. B.

nachzuweisen, genugt es also, nur die Injektivitat oder nur die Surjektivitat von
T zu zeigen.

Die Koordinatenabbildung T:V — K", T(u) = (u)g ist bijektiv, also ein Isomorphismus.

Satz VI111.8 und Definition

Zu einer injektiven lin. Transf. T :V — W l&sst sich genau eine lin. Transf. T~ : Bild(T) » V

finden mit:  /\ T(T W) =w, /}T-l(T(v))=v; d. h.

w eBild(T)

wobei Idy die identische Abbildung (Identitéat) Id, :M > M, me Id,(m):=m auf M
bezeichnet. T wird Inverse von T genannt.

T injektiv w

Bew.:

T_l
Existenz und Eindeutigkeit: Ubung
Linearitat: Fir w,w’ e Bild(T) exist. y v'eV mit w=T(v), w =T(v");also ist
) T(TW+wW)) =w+w =TW)+T(V) =TV +v) =T (T W)+ T (w))
und daher T 3w +w") =T} (w) + T 1(w').
i T (T-l(kw)) —kw = kT(v) =T(kv) =T (kT-l(w))

und daher T !(kwv)=kT1(w).

Satz VI11.9 Fi r injektive lin. Transf. T,:U >V, T,:V ->W gilt

i)

Bew.:

zu i)

zu ii)

i) T, o T, : U » W ist injektive lin. Transf.
(TyoTy) t =Ty oT, H i Bild(T, o Ty) » U

Wegen Satz VIIL.2 ist noch die Injektivitat zu zeigen.
(T o THW) = (T, e TINV) & Ty (Ty(w)) =T, (Ty(v)) = T,(u) =Ty (v) - u=v

2 1
Fir w eBild(T, oT;) ex. ueU mit (T, oT;)(u)=w. Danachi) T,T; injek. lin.

Transf. ist, existiert nach Satz VIII.8 die Inverse (T, o T,)™ mit (T, oT;) (W) =u.

Andererseits liefern die Inversen der inj. lin. Transf T, , T, :




4. Matrixdarstellung linearer Transformationen

v o —T s w v —T s TMv)
TB TB' IB IB'
K" —5 T8 KM (V) |—[TB’E'>—> (T(V))B'
|:B, T B] =[T] BB [T] B’B(V)B = (T(V))B’
B={vy,..,v,} Basisvon V, B’ ={vj,..,v,} Basisvon W.

Da die hier auch mit B, B' bezeichneten Koordinatenabbildungen B: K" -V mit B(v)s =V
und B':K™ ->W it B'(w)g. =w bijektive lin. Transf. sind (1. Abschnitt, Beispiel iii)),

ist nach Satz VIIIL.2, 8

B' 1T oB:K" - K™ linear und durch eine m x n-Matrix darstellbar, die mit

[B' 1T oB]=[Tlyg bezeichnet wird (siehe dazu IV. Kap. 2).

Wie diese Darstellungsmatrix [T ]z aussieht bzw. berechnet werden kann, besagt der folgende

Satz VI111.10 Far lin. Transf. T :V - W mit Basis B' von W gilt:
Die Koordinatenvektoren (T(Vi))B’ der Bilder T(v;) einer Basis B={v;, ...,v,} von V

sind die Spalten der Darstellungsmatrix [T]z.5 , d. h. [T, = ((T(V1))Br (T(Vn))Br)'

Bew.: Da fur v, eB (v;)z =(0,...,1,...,0)=¢; ist,und [Tlgg(vi)s =[Tlgg & =1 - te Spalte
von [Tlgg, folgt mit [Tlzg(Vi)s = (T(vi))B, die Behauptung.
z. B.
R P T(p) = T(P(x)) = x p(x)
TB TB' B={p,p}={Lx} T(p)=T@A)=x T(p,)=T(x)=x>
B'={p;, ps,p5} =41 x,x°}
2 3
R Mo
@ = (o +ax), <[ 2] o= (3], 00a =]
0 0 0
(T(p))B,=(a0x+a1x2)B,= g |, (TW), =1, (T(x), =0
= 0 1
0 0 0 0 0
[T]ee=((T(P))g (T(R2)g)=|1 O}, [T]es (P =(T(M)y, < [1 0O [:"} 3
0 1 0 1)v1 a

o Xy 0 1 y
z.B. T:R? 5>R3, T(x):T(( 1 J: 5%, + 13x, |=|-5 13 1J:Ax
X
2 7%, + 16x,) (-7 16

R — T, g3

N



[T s
1 -1 0
3 5 ’ ’ ’ ’
B: 1 7 2 :{Vll Vz}, B: 0 7 2 7 1 :{V1’ V2, V3}
-1 2 2
Mit B, B' werden auch die Matrizen B =(v; v,) und B'=(vi v; vj) bezeichnet und man
k
erhalt: X = Kyvy + Kpvy = (Vg Vz)[klj =Bk & (x)g=k=B"x,
2
ki
AX =T(x)=kivi +kyvy +kivs =(vi v5 vi)| ks |=Bk < (T(x)), =k'=BAX.
ks

Mit [Tlgs (X)s :(T(X))B' folgt [Tlgg k=k', d. b [Tlgg B"!x = BAx flr jedes x eR2.
Also gilt: [Tlag B =B A < [Tl =B 'AB.

1 ro 1 2 2 11 2y (1 3

-1 o)
[Mls=| 0 2 1| [-5 13 G 2]:% 1 2 -1|[-2 1]=| 0 1
1 2 2) |-7 16 2 -1 2J(-5 -3) (-2 -1

NB Darstellungsmatrix von T,(x)=Ax , AeK™":

Kn TA Km

/I\ T B={v,,..,v,} Basisvon K" undauch B=(v; - v,)eK™
B B

B'={v;,...,v/,} Basis von K™ und auch B'=(v; - v/,)e K™™M

K" ————— K"
I:TA:| B'B
[Ta]es=B'AB.

NB i) Fdr lin. Operatoren T :V —V mit Basis B wird einfach [T]gzg = [T ]z gesetzt.

i) [Idy]g =1, denn [Id,] =((1d(vy))y - (Id(vp))g) = ((Vi)e - (Vo)g) = (& -+ €,)-

Satz VII11.11 Komposition linearer Transformationen

v . v L >W Fur die Darstellungsmatrix einer Komposition
T, 0Ty gilt:
" r m LT
“ [Tilgg « [T lse K Bew.: Ubung
. . T T, T,
Daherist fur U V, VA RYY
mit Basen B B B" B

[T3 OTZ OTl]BrB = [T3]BVBH [Tz]BrrBrrr [TI]BWB Und analOg fur 4, 5, ey n “n. TranSf.

NB Ist T :V =V injektiv (also bijektiv nach Satz VIIIL.7), so existiert nach Satz VIII.8



T!'mit T1T =1d,, und daher ist
1= [dy]= [TeT] = [T [Tl , also [T'] =[TL" ,

B satz vimn11

z. B.
P, T P, T2 P, Basen:
B={1, x}
/I\B T B' T B B'={1, x, x*}
R2 R3 R3 T, (p(¥)) = xp(x) , T, (a(x)) = a(3x - 5)
Ml T2 Je T (p()) =T, o Ty (P(X)) = T, (xp(X)) = (3x - 5) p(3x - 5)

[T oTileg = [Tl

(P(X), = (3 +aX)s = (8 &) , (A(X))y = (by +byx +byx*)g =(by by b))

Darstellungsmatrix:

-5 25
[ToTy o =[T]ae = ((T(l))B, (T(x))B,) -1 3 -30
0 9
-5, + 253
Mit [T]gg(p(x)), = (T (p(x)))B, erhalt man (T(a, +a;x)),, =[T] B'B[:\Oj =| 33 - 30g
' 9

und daher [T(a, +a;x) = -5a, + 25a, + (33, — 304, )x + 9a x?|.

Rechnung mit [T] . =[TeTi e =T ]a [Tiles:
1 -5 25 1 -5 25(0 O -5 25
o [B]e=|0 3 30, [T]ge=|0 3 -30)1 0)=) 3 -30.
o 0 9 o o 9flo 1) o o9

[T1] BB~

O~ O
= O O

Direkte Rechnung:
T(ay + & x) = (3x - 5) (g + &(3x - 5)) = 389X + 9ayx* — 158X — 53, — 15a X + 258
= —5a, + 25a, + (33, — 303, )x + 9a,x?

5. Ahnlichkeit von Matrizen

Basiswechsel

\% I—d> \% GemalB Satz VI.17, 18 ist (v)g = P(Vv)g , mit der invertierbaren
Ubergangsmatrix P von B' = {v;,...,v;,} nachB = {v,,...,v.}
B' B
KD P ; KD P= ((Vi)B (VA)B) = ((Id(vi))B (Id(vrg))B):[Id] BB’
-1 _
P P= [Id] gy # © t= [Id] B'B

W)y «—— (V)

Ist vV = K", und werden aus den Basisvektoren die Matrizen B=(v; - v,), B =(v{ - Vv})
gebildet, so hat man [Id]_,, =P = BB’ ; vgl. 3. Extrablatt und NB vor Satz VIII.11.



\Y; \Y; >V \Y Aus [T]B, =[Id o T o Id] 5 folgt mit Satz VIIL.11
B B B B [T]B' = [Idg BB [T]B [Id] BB’
[T]B' =P [T]B P.
KD NG KD i K"
P [Tlg P
[Tl

Damit erhdlt man den
Satz VI11.12 Sei T:V -V lin. Operator auf V, Bund B'= {v;,...,v,} Basen vonV,

P=((vi)s -+ (v},)g) die Ubergangsmatrix von B' nach B; dann gilt fiir die
Darstellungsmatrizen von T bzgl. B und B'

(o= P 7)o P

ef. ABeK™",

B ahnlich zu A
anfichzu A . .\ g-opiap.
A~B PeKM™"

NB Alle Darstellungsmatrizen eines lin. Operators T :V — V sind dhnlich nach Satz VIII.12.

Def. Ei ne Eigenschaft quadratischer Matrizen hei3t ahnlichkeitsinvariant, wenn mit einer
Matrix A auch jede zu ihr ahnliche diese Eigenschaft hat.

Ahnlichkeitsinvarianten

Invariante Beschreibung

Determinante det(A) = det(PAP)

Invertierbarkeit A ist invertierbar < P7AP ist invertierbar
Rang rang(A) = rang(P'AP)

Defekt def(A) = def(P'AP)

Spur sp(A) = sp(P'AP)

Charakteristisches Polynom det(A - A1) = det(P'AP - A1)

Eigenwerte A ist Eigenwert von A < A ist Eigenwert von P"AP
Eigenraumdimension dimEig(A, 1) = dimEig(P AP, 1)

Bew.: Ubung

Def. i) A € K heiBt Eigenwert des lin. Operators T :V -V, wenn es ein x € V gibt mit

T(x)=2x, x#0.
i) Jedes x e V, x =0, mit T(x)=2Ax heiBt Eigenvektor (zum Eigenwert ).



NB i) Fir xeV , x =0 gilt:
X ist Eigenvektor zum Eigenwert . < x eKern(T —iId) = Eig(T, 1)
=:Eigenraum von T zu A

i) A e K ist Eigenwert von T < Kern(T —1Id)= {0}
Satz VI111.13 Fir T:V -V mit dimV = n und Basis B gilt:
i) ) Eigenwertvon T <« A Eigenwertvon [T],.
i) v ist Eigenvektor von T zu » < (v)g ist Eigenvektor von [T]B Zu A.

Bew.: Ubung
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