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V1. Kapitel Euklidische Vektorraume
1. Reelle Vektorraume mit Skalarprodukt (Euklidische Vektorraume)

Zzur Ubertragung bzw. Verallgemeinerung der Begriffe Lange, Abstand und Winkel auf allgemeine
R-Vektorraume V werden nun die im V. Kapitel bewiesenen fundamentalen Eigenschaften des

Standard-Skalarprodukts auf R", d. h. von u-v = Zuivi , als Axiome an den Anfang gesetzt
i=1

durch die Def. Ein inneres oder Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V
ist eine Abbildung, die jedem Paar von Vektoren u und v aus V eine
reelle Zahl (u, v) zuordnet, so dass fir alle Vektoren u, v, w e V
und alle Skalare k € R gilt:

i) (U, Vv)=«(v,u (Symmetrie)

i) W+v,w) =M, w) +{v,w, U, Vv+w =(U,vV) + U, w (Additivitat)

i) (ku, v) = (u, kv)= k{u, v) (Homogenitat)

iv) (v, Vv)>0 (Positivitat) , (v, v) =0 < v =0 (Nichtdegeneriertheit)

Kurz gesagt: Die Abbildung < -, ->: v xv — R ist eine positiv definite (iv) symmetrische (i)

Von daher ist sofort nahe liegend die
Def. Sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt < -, ->. Die Norm oder Lange eines
Vektors u aus V wird definiert als
lul| == yJ<u, u>.
Der Abstand d(u, v) zweier Vektoren (Punkte) u und v aus V wird
gemessen mit
d(u, v) :=Jju—-vV| .

Unter alleiniger Anwendung der oben definierten "Spielregeln” i) — iv) wurden bereits im IV.
Kapitel die Aussagen der folgenden zwei Satze bewiesen, die daher auch allgemein in einem
euklidischen Vektorraum gelten.

Satz V1.1 Seien u, v, und w Elemente eines euklidischen Vektorraumes
und k ein Skalar. Dann gilt:
i) a) O,vy=«(v,0)=0 b) (u—v,w) = U, w)— (v, w)

c) U,Vv—w)=(u,V)—{Uu, w).

i) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
[Ku, V1 < Jull [[v]] -

i) a) [u[z0 b) [u/=0<«< u=0 ) [kull = [k[u]
d) |lu+v| <|ul + || (Dreiecksungleichung).

iv) a) d(u,v)=0 b) d(u,v) =0 < u=v ¢) d(u, v) =d(v, u
d) d(u, v) <d(u, w) + d(w, v) (Dreiecksungleichung).

Def. Zwei Vektoren u, v aus einem euklidischen Vektorraum heif3en
orthogonal oder senkrecht zueinander, geschrieben u 1 v, wenn (u, v) = 0 ist.

Satz V1.2 (Verallgemeinerter Satz des Pythagoras)
Fur orthogonale Vektoren u und v in einem euklidischen Vektorraum gilt

lu + v][* = full* + [jv]* .



z.B. i) Gewichtetes Skalarprodukt mit w,,...,w, e R* = |0,[ ; u,v eR":
(u > ZW. uv, Nachweis der Glltigkeit der Axiome i) — iv) in der

Def. des Skalarprodukts zur Ubung.

[XJ =1 < f£x2+ly2=1
Yy 9 4

z.B. V=R?, (uv>=%ulvl+%u2v2, Jul =

/ﬁ Einheitskreis S* bzgl. der induzierten Norm
\>ﬂ" _1 hat hier eine elliptische Gestalt.
i) P, qeP; Pp=ao+ aX+ax , q=bo+ bix+ byx?

<p,Q> = agbo + aib; + azb,
iii) Mit Satzen aus der Analysis erhalt man ein Skalarprodukt auf C[a, b] durch

f, g € C[a, b] (f,g) = Jl:f(x)g(x)dx | ] = F.F) = /:(f (x))" dx

Damit hat man neben ii) ein weiteres Skalarprodukt auf dem R-VR P, , d. h. der
Menge der Polynome héchsten n-ten Grades mit Koeffizienten aus R.

f

b A
NB ,~"  Bogenlange L= [\1+[f'(x)]dx = Norm | f|=[f.f)

Zur geometrischen Interpretation der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

u
() :
o<l gz, Sh<pu 5
S vz0
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foroi, ] - | H =1 gy
o | IvF | [ IvF]TT M

® vgl. Orthogonalprojektion in 1V. Kap. 1.

Nahe liegend ist also, dass die Gleichheit genau dann gilt, wenn u, v linear abhangig sind;
Beweis zur Ubung.
(u,v)

[ ullvi

Skalarprodukt ( , ) ein Winkel ¢ definieren gemaR cos¢ = {u.v) O<o¢<m.

[ulivl

Vereinbarung: Bis auf Weiteres bezeichnet V einen rellen Vektorraum mit

Nun lasst sich wegen —1 < <1, wenn u = 0 und v = 0 ist, auch mit einem beliebigen

Skalarprodukt ( , ) , d. h. einen euklidischen Vektorraum.

2. Orthogonalitat

Def. Fir ueV wirdmit {u} ={v|veV, (uv)=0} die Menge aller zu u orthogonalen
Elemente aus V bezeichnet, und allgemein heil3t fir S cV

t=lv|veVv, /}(s,v) :0} orthogonales Komplement von S.
Se



z.B. Im R® mit dem Standardskalarprodukt (u,v)=u-v (IV. Kap.) ist
(Ebene durch Null)* = Gerade durch Null, (Gerade durch Null)* = Ebene durch Null.

B/
: Pl
0| E'=L, L'=E

Satz V1.3 Fur einen Unterraum W c V gilt

) W+ ist Unterr. von V i W-Aw={0}

iii) Wc (WH? iv) WH* =W, wenn W endlichdim. ist.

Bew.: i) 0eWda /\(w,o>:o

weW

keR, veW: = /\(w,kv:kw,v>:k0:0 = kveWw'
i) weW,weW' = (ww)=0 = w=0
. 1
i) wew = V/E\><v,w>=<w,v>:0 = we (W)

iv) Ubung (spater)

NB  Wegen (WY =W fir einen endlichdim. Unterraum W cV sind W und W* orthogonale
Komplemente voneinander. Man sagt, W, W* sind orthogonale Komplemente in V.

Satz V1.4  Fur R™, R" mit Standardskalarprodukt <u,v> =u-v und einer Matrix A ¢ R™*"
gilt 1) Nullr(A) = (Zeilenr(A))* < R", d. h. Nullr(A) und Zeilenr(A) sind
orthogonale Komplemente in R".
i) Nullr(A") = (Spaltenr(A))* < R™, d. h. Nullr(A") und Spaltenr(A) sind
orthogonale Komplemente in R™.

r, u-n 0
Bew.: i) Mit A= : und Au = : =|:|=0 erhalt man einerseits:
r. u-r, 0
ueNullr(A) = Au=0 = u-r,=u-r,=...=u-r, =0 = u-v=u-(kr +kr,+..+kr)

= kU-r)+kU- L) +..+k,U-r)=k0+kO0+..k,0=0 = uce(Zeilenr(A)) ,
andererseits:

UE(ZeiIenr(A))i = u-rp=u-r,=..=u-r, =0 = Au=0 = ueNullr(A)

ii) Nuur(AT)?(Zeilenr(AT))L = (Spaltenr(A))”

Wegen {0 }L =R" fir 0eR" hat man fur A e R™" die
Folgerung VI.5  Lés(A|0)={0} < (Zeilenr(A))" ={0} < (Nullr(A)) =R"




3. Orthonormalbasen, Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren, QR-Zerlegung

Def. Von einer (Teil-)Menge S c V wird gesagt,

i) Sist orthogonal : < /\S(u #v = (u,v)=0) <: S ist Orthogonalsystem (OGS)
i) S ist orthonormal : < S orthogonal, /}” u|=1 <: Sist Orthonormal-
0 system (ONS).
d. h. <u,v>={ u=v
1 u=v

NB i) Wegen =1 lasst sich jedes OGS S mit 0 ¢ S in ein ONS verwandeln

v
vl

(Normalisierung, Normierung).

ii) Der obigen Definition entsprechend spricht man von Orthogonal- bzw. Orthonormalbasen.

Satz V1.6  Jede orthogonale Menge S = {v,,...,v,} mit 0 ¢ S ist linear unabhangig.

Bew.: kv, +kVv, +...+kv, =0 = 0=(0,v,) = (kV, + KV, +...+ KV, , V)

n"n?

=k (Vv )+ Ky (Vv )+ k (v, v) = K (v, V) = k=0, analog folgt k,, ..., k, =0

n
v, #0

Wie der Koordinatenvektor (u), € R" eines Vektors u € V bzgl. einer Orthonormalbasis (ONB)

B = {qi, ..., qn} berechnet wird, sagt der
Satz V1.7 Sei B = {qi, ..., gn} eine ONB von V. Dann gilt

Qu =(u,0,)q, +(U,Q,)q, +...+(u,q,)q,, d. h. W), =((u.q,), (u,0,),..., (u,q,)).

Koordinatenvektor von u bzgl. B
Bew.: u=Kkaq +k,q, +...+ k.0, ;

<u,qi>=<qu1+k2q2 kqn’q|> k, <q ,qi>+k2<q2,qi>+...+kn<qn,qi>
=k {g.q)=k .da (q,.6)=0 fur i=j und (q.q)=|q[ =1

NB  Die Menge der Einheitsvektoren S ={e,,...,e,} € R" ist eine ONB des R" mit Standard-

skalarprodukt, und es gilt fur ueR" u=(u,...,u,) = (U,

z. B. Mit den Standardskalarprodukten (u,v)=u-v erhalt man fir (1, 1, 1) = u

0) (4) (-2
und B={1(,|0|,| O |t={0,,q,, 0;}, da B eine ONB ist, die Darstellung
0) (g) {3
1 0 4 3
702 ° 7 1
u=(u,0)0, +(u,0,)a, +{u,g,)a, , d.h. |1|=1|1 te O[+=| 0|, (U, = 1’3'3 )
1 0 2 2

NB Bzgl. einer Orthogonalbasis (OGB) {v1 ,...,vn} von V hat jedes u e V die Darstellung

), ) ) <u |vi >|vi fuv),

T A T VA e




Dass bzgl. einer ONB die bekannten Formeln aus Kapitel 1V.1 gelten, besagt

Satz V1.8

Sei B eine ONB eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraums V. Dann gilt

far uveV mit (U, =, U,,...,u), V) =, V,,...,VvV,)
)) (U, V) = WV, +UNV, +...+ UV,
i) Ju = Ju? +u? +...u?

iii) d(u,v) = \/(ul -Vv,)? + (U, —V,)* +...+(u, -V, )

n

Bew.: i) (u,v)= <Zn:uiqi ) Zn:vjqj> =y Zn:uivj <qi ) qj> = Zn:uivi ; i), iii) folgt aus i)

i=1 j=1
z.B. (Us=@ 11 Jul=vi+1+1= NE) S : Standardbasis
7 1 49 1 . .
u, =1, -, = uj=,1+—+—=+3. B : ONB aus obigem Beispiel
(s ( 5 5} [l 25 25 B g P

Und nun zu Unterrdaumen W c V, ihren orthogonalen Komplementen W* c V und der Zer-
legung der Vektoren v € V in orthogonale Komponenten u=w; +w,, w; e W, w; € W,

W ist Unterraum von V

Wi W/ U=w; +W,, w;eW und w, e W

WL

Satz V1.9 und Def. Sei {q:, ..., 9.} eine ONB eines Unterraums W von V.

Dann lasst sich jedes u e V eindeutig zerlegen in
u=>(ug)g +w, =w, +w,; w, eW, w, eW*
i=1

=l proj,, u +proj,. u

_. Orthogonalprojektion L W orthogonale

von u auf W Komponente von u

Bew.: Da nach Vor. span{q; , ..,q:} = W ist, gilt w, =) (u,q,)q, e W.

r
i=1

w, =u-w, eW", da fir jedes weW (w,w,)=(w,u-w,)=(w,u)-(w,w,) =0 ist;
denn mit der ONB {q, ..., -} von W hat ein beliebiges w € W nach Satz VI.7

die Darstellung w = Zr:<w,qj>qj , und es folgt mit I, == (w,q;) und k; =(u,q;)
-1

r

(w,w, ) = Zr:Iiki nach Satz VI.8, und (w,u) = <Zrlquj ,u> =Yl <qj ,u> = Zr:Ijkj :
i1 = i1 i

Die Zerlegung ist eindeutig, denn fur
u=w, +w, und u=w"+w’, mit w,,w’, eW und w,,w’, eW" folgt

w, —w', =w',-w, e W, W", da nach Vor. W und nach Satz VI.3 auch W*" Unterraum ist.
Wegen W n W+ = {0}, Satz VI.3, folgt w, -w', =w',—~w, =0, d. h. die Behauptung. [’



NB

Liegt fur den Unterraum W eine OGB {v; , ..., v} vor, folgt mit ¢, = "—]'"vi :
Vi

u=w, +w, , w; Lw,,

W1=_projwu:i<u,|v' >|Vi <U1V12>V1+<U’V2>V + +<U’Vr>v

! = e
AN A7 AT T e X vl

W, =proj . U= U -projy u eW .

Satz V1.10 Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Sei {u;, .., u} =S eine linear unabhangige Teilmenge eines eukl. Vektorr. V.
Dann erhélt man eine Orthogonalbasis von W = span(S) durch die Vorschrift

v, =,
V, = U, - proj, u, eW,", mit W, :=span{v,} = span{u, |
V, = Uy —Proj, U, eW,", mit W, :=span{v,, v,} = span{u,, u, |

V, = U, —proj,, u, eW,", mit W, :=spaniv,, v,, v} =span{u,, U, , U}

usw. bis v, ; also wird folgendermal3en gerechnet:

\'Z]

(U, ,v,) ) (U ,v,) (u;,v,)

Vl = ul y V2 = U2 —Wvl y V3 u
1

- v v
B A7 R A

v, =u, <u4,vl>V1_<u4,v2>V2_(u4,v3>v3
- 2 2 2
A [v.| [ val

usw. bis v,.

H L
Vg = U; —proj,, u; eW,

. N .
VP V, = U, —proj, u, eW, vz /\s

s Ug

R W, = span{vi} /E Vo

Bew.:

NB

2 = span{vy , Vo}
Vi L Vo prOJW2 U,

e

v, #0, da {u,,...,u,} lin. unabhéangig nach Vor. Mit Satz VI.9 und nach Konstruktion folgt
Vv, # 0, da auch {u, ,u,} lin. unabhangig, und v, # 0, da auch {u,,u,,u,} lin. unabhangig,

usw. Es ist ferner (v,,v;)=0 fur i=j, da v, (spanfv, VAN R

Fur jedes i, 1<i<r, istalso {v1 ,...vi} eine orthogonale Menge, die nach Satz VI.6
linear unabhangig ist und daher eine Basis von span{v,,...,v,} =span{u,,...,u;} darstellt.

NB

Jeder endlichdimensionale euklidische Vektorraum V = {0} besitzt eine ONB.




Satz V1.11 QR-Zerlegung

Eine Matrix A = (u; --- uy) € R™*" mit lin. unabh. Spalten kann faktorisiert werden in

U - u)=A=QR=(q, - q,)R,
wobei Q e R™*" orthonormale Spalten hat und R € R"*" eine invertierbare obere Dreiecksm. ist.
Bew.: Als Spalten von Q werden die nach Satz VI.10 (Gram-Schm.-Verf.) aus u; --- u,

. 1
konstruierten Vektoren ¢, = —V, gesetzt.

[vil

. _ _ 1 - -
u=v,; Vv,=u-prr=eW fir i>2

u, ¢ W,_, =span{v,,...,v,,} =span{u,,...,u,_,}

pri = proj,, U €W,

Da {01, .., dn} ONBvon spanf{u,,...,u,} ist, hat jedes u;, 1<j<n, nach Satz VI.7
die Darstellung
Cy

{a;u;)

{uj o)

-3 (e gy (uie) |
i_i:1<uj’qi>qi5(ql qn) ] BQ 0
{u; . an)
0
)] vgl. Kap. 1.3 ; i) wegen ¢, e W, ist <qi ,uj>:0 far i>j.
(G, w) (0.u,) - (a,u,)
Y (@, u,) -~ (a,.u,)
Also QRz(ql qn) : 0 : :(u1 ~ouy)=A.
0 0 (d,,u,)
Die Invertierbarkeit der Dreiecksmatrix R folgt aus 0= (v, ,pr,)=(v,,u, —Vv,) = (v,,u) - v, ||2 )
1
also 0= ||v,|=—=(V,,u)=(q,u,).
ol 0 )= @)

4. Naherungslésungen

u=0P eV, pr=0Q =proj,uecW, w=0P W

@ =u-pr) L(w-pr)= Q—E nach Satz VI.9
0

Dass die in Satz V1.9 definierte Orthogonalprojektion proj, u eines Vektors u € V auf einem
Unterraum W der Ublichen Vorstellung entspricht, besagt

Satz V1.12 Fur einen Unterraum W eines eukl. Vektorr. V gilt:

/\ /\|u-proj, u| < |u-w],

ueV weW
d. h., von allen w e W bzw. Punkten P in W hat proj, u €W bzw. der
FuBpunkt Q in W den kleinsten Abstand zu u € V bzw. zum Punkt P in V.




Bew.: [u-w|" =[u-pr+(pr-w) =[u-pr[ +|pr-wf >|u-prf
aufgrund von Satz VI.2.

Satz VI.12 liefert die Argumente dafiir, ein unlésbares LGS Ax=b, AcR™*", beR™,
d. h. (nach Satz V.22) b ¢ Spaltenr(A) =: W, durch das l6sbare LGS Ax =proj, b zu

ersetzen, um mindestens eine gute Ndherungslésung X, € R" zu erhalten.
Mit einer Losung Xo von Ax = proj, b wird namlich der als "Fehler" betrachtete Ausdruck
| b - Ax| am Kleinsten. (Siehe dazu Kap. 1X.3: Methode der kleinsten Quadrate.)

AeR™", xeR"

AX e Spaltenr(A) =W cR™, beR"™

proj, b

Mit dem Normalsystem ATAx = A'b zu Ax =b lassen sich alle derartigen Naherungslésungen

bestimmen aufgrund von

Satz V1.13 Sei AeR™", beR™, X, eR" und W = Spaltenr(A), R™ mit Standardskalarpr.
dann gilt: Ax, =proj, b < A"Ax,=A"b

Bew.: Argumentiert wird mit
)} AX, —proj, b ewW, WnW+* = {0} i) b —proj,, b e W* = Nullr(A")

"= ATb - ATAX, = A'b - AT proj,, b = A"(b - proj,, b)io
"<":  A'(AX, —proj, b) = ATAx, — AT proj,, b = A'b - AT proj,, b = A" (b - proj,, b)io
= AX, —proj, bewW* = Ax,-proj,b=0.

D)

Satz VI1.14 Fur A= (uy -+ Uy) € R"*"gilt:
{u;, .., uy}lin.unabh. < ATA invertierbar.

Bew.: Mit W := Spaltenr(A) sind die Argumente
) Nullr(A™) =W+ i) W* nW = {0}
iy  L6s(Al0)={0} < {u,,..,u,} lin. unabh.
iv) B =A"TAeR™" invertierbar < L6s(B|O0) = {0}
"= ATAX, =0 = Ax, e NuIIr(AT)?WL = Ax, =0 i Xo = 0.

Also ist mit iv) ATA invertierbar.

"""t Ax, =0 = A'Ax,=0 = x,=0. Alsoist mitiii) {u;, .., u,} lin. unabh.

Vor.iv)

NB Hat A eR™" lin. unabh. Spalten, so ist Ax = proj, b mit W = Spaltenr(A)

bzw. (nach Satz V1.13) AT Ax = A'b eindeutig I6sbar
mit i) X, =(A"A)*A’b; in diesem Fall hat man ii) proj, b= AATA)*A'b.



5. Orthogonale Matrizen, Basiswechsel

Orthogonale Matrizen

Def. Man nennt eine quadratische Matrix A orthogonal :< AT =A™

cos¢e -sin cos sin 1 0 1 0
z. B. D =| . ? ? , S, =| . ® Pl D =D (s. Kap. IV.2, Appendix 1)
® sing coso ® sing —cos¢ o -1, ° ?lo -1

Drehung Drehspiegelung

NB  Jede orthogon. 2 x 2-Matrix lasst sich als D, oder S, darstellen.
Bew.: Rechenibung

Satz V1.15 und Def. Mit der Matrizenmultiplikation (bzw. dem Matrixprodukt) bildet die
Menge der orthogon. Matrizen O(n) := {A| AeR™" , AT = A‘l}

eine Gruppe, orthogonale Gruppe genannt, d. h., es sind die vier
Gruppenaxiome erflit.

i /\ AB €O ii /\ A(BC) = (AB)C

) A,BeO(n) € O i) A,B,C cO(n) (BC) = (AB)

iii) V /A al-1a-a iv) AN\ V aat-ataz1
1e0O(n) AcO(n) AcO(n) Al co(n)

Bew.: Ubung

NB  Fur AeO(n) ist det(A)=+1 und es ist die Menge SO(n) = {A]| A O(n), det(A) =1}

eine Gruppe (Untergruppe von O(n) ), spezielle orthogonale Gruppe genannt.
Bew.: Ubung

Satz V1.16 Mit dem Standardskalarprodukt x-y =x'y gilt fir AeR™", x,y eR"
Spalten von A

i) A orthogonal < ii) = o i) ATA=1
bilden ONS
Z'ellen von A o v) AAT=1
bilden ONS
< Vi) /\Ax~Ax:x~x < vii) /\Ax~Ay=x-y
x eR" x,y eR"

Bew.: ) < i) & wW: AT=A? o ATA=1 < AA" =1 (s.Kap.l).
Werden mit r; die Zeilen und mit c; die Spalten von A bezeichnet, d. h.

A=(c, = cy)=(rp - r,) , so zeigt sich

i) < ii): wegen (c; - c,) (¢ - c,)=ATA,

V) © v): wegen (p - r,) (n - r)=AAT.

i) & vi) < vid: i) = vi): Ax-Ax=x"ATAXx = x'x=x-x,

Vor.
vi) = vii) 1 Mit 4(u,v) :||u+v||2 —|u —v||2 (Ubung) ist
4(Ax-Ay) = (Ax + Ay)2 - (Ax - Ay)2 = (A(x + y))2 - (A(x —y))2
S Y - (x-y) =4l y),

vii) = iii) Mit den Einheitsvektoren eg;, e;

j ist e -e; = Ae -Aej =c;-c; das

¥ vor. 1
Element von ATA in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. [



Basiswechsel

Ist dimV = 2, so hat bezuglich zweier Basen B ={v,,v,}, B'={v',v’,} cV einu eV die
Darstellungen

k k'
u=k1vl+k2v2 i=4 (U)B =[klj, U=k'1V'1+k'2V'2 4 (U)B'=£k.lj'
2 2

v', v, € B' werden nun bzgl. der Basis B dargestellt, d. h.
a
b

u=k'(avy +bv,)+k', (cvy +dv,) = (ak' +ck ', )v, +(bk' +dk ', )v,

ak' +ck' k' .
=N (U)B:(bk'i:dk'zj:(z SJ(k'zJ:P(U)B' mit P:((v‘l)B(v'z)B).

vi=av, +bv, < (vi), :( ] vi=cvp+dv, o (V) = (;j und man hat daher:

Analoge Rechnungen filhren zu
Satz V1.17 Seien B={v,,...,v,}, B'={v',...,v' | Basen eines Vektorraums V. Dann gilt

fur die Koordinatenvektoren (u)g , (u)g. von ueV
(Wg =P(u)g. mitder

Ubergangsmatrix P =((v'1)B (v'n)B) von B' nach B

Satz V1.18 Fir die Ubergangsmatrix P von B' nach B gilt
i) P istinvertierbar i) P ist Ubergangsmatrix von B nach B'.

Bew.: Sei Q die Ubergangsmatrix von B nach B', dannist (u)g. = Qu); furalle ue V.
Fur v; eB={vy,...,v,} ist (v;)g =€ , unddaher e =(v;)g = P(V;)g- = PQ(v,)z = PQe, ,
d. h. g =(PQ)e = i-te Spalte von PQ. Also ist PQ = 1 und somit P invertierbar mit Q =P~ .

Satz VI.19 Sind B={v,,...,v,}, B'={v',...,v'} ONB'n, dann ist
die Ubergangsmatrix P orthogonal, d. h. P" = P,

Bew.: Es wird die aus Satz VI.16 &quivalente Aussage /\ Px -Px = x - x bewiesen.
x eR"

n
Seialso x e R", und u:= ZXiV'i < (U)g. = x; dannist u auch darstellbar als
i=1

n
u= Z:kivi < (ug =k eR". Danach Vorr. B, B' ONB'n sind, ist nach Satz V1.8
i=1

i=
Jul=vx-x und |u|=+vk-k,undesfolgt x-x=k- k=(U)g:(ugs =PU)g P =Px-Px. [
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