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ZEILEN 
  STUFEN 
      FORM 

    Multiplikation 
    einer Zeile mit      Vertauschen               Addition eines 
    0 ∫ c œ Ñ       zweier Zeilen               Vielfachen einer Zeile zu einer and

I. Kapitel – Lineare Gleichungssystem und Matrizen 
 
 

1.   Lineare Gleichungssysteme (grundlegende Begriffe)  
 

Jede Gerade in der Ebene und jede Ebene im Anschauungsraum kann beschrieben werden 
durch  

a1x + a2y = b   bzw.   a1x + a2y + a3z = b 
(siehe III. Kapitel). 

 
Ein Ausdruck der Form a1x1 + a2x2 + ∫ + anxn = b,      a1, a2, …, an, b œ Ñ 
       heißt lineare Gleichung mit  n  Unbekannten (Variablen). 

     Also: 3x1
2 + x1x2 = 0, lnx + sin y + z = P  sind keine lin. Gl’n.  

Eine Folge  s1, s2, …, sn  œ Ñ, auch als n-Tupel (s1, s2, …, sn) oder Spalte 

1

2

n

s
s

s

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
 geschrieben, 

heißt Lösung einer LG, wenn sie die LG erfüllt, d. h.  a1s1 + a2s2 + ∫ + ansn = b  gilt. 
 
Die Menge (Gesamtheit) aller Lösungen heißt allgemeine Lösung der LG =: Lös(LG). 
 
Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten ist ein Ausdruck der Form 
 

+ + + =
∈+ + + =

∈
+ + + = ∈

"
"

# # # # …
" …

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,
;

{1, 2, , }
{1, 2, , }

n n

ij in n

m m mn n m

a x a x a x b
a ba x a x a x b

m
a x a x a x b j n

Ñ
i

 

 
Eine Folge  s1, s2, …, sn œ Ñ  heißt Lösung des LGS, wenn sie Lösung aller  m  Gleichungen ist. 
Entsprechend ist die allgemeine Lösung des LGS = Lös(LGS) definiert. 
 
 
2.   Gauß-Elimination   (DIE Lösungsmethode eines LGS:) 
 

z. B.  
2 3 1

1 2 3 2
äquivalent

(gleichwertig)1 2 3 3

2 0 0 1 2 0
4 2 3 1 4 2 3 1 :( | )
6 3 5 1 6 3 5 1

x x z
x x x z A b
x x x z

+ = ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − = − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇔  

       LGS       ⇔  erweiterte Matrix (A|b) 

Äquivalente Umformungen des LGS gemäß 
 

1 1

2 2

3 3

'
( | ) 0 ' ( ' | ')

0 0 '

z z
A b z z A b

z z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇔ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i i i i
i i i
i i

  durch drei elementare Zeilenumformungen: 

 
 

i)   , 0i iz cz c→ ≠  ii)   
i i k

i k i

z z

z z

+
→

+

  iii)   zi → zi + czi ≤ k     k > 0 
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{ }
9

Lös( | ) Lös( ' | ') (9, 10,5) 10
5

A b A b

⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟= = − = −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

 
Satz I.1 

NB Was kann man mit der elementaren Umformung iii) anrichten, wenn k = 0 erlaubt wäre? 
(nota bene; Die Vertauschung ii) ist insofern nicht elementar, als sie in fünf Schritten mit 
übrigens) i)  und  iii)  erreicht werden kann (Übung). 
 

1 3 1 1

13 2 2

2 31 12 2 2

3 2

2

3

( 1)

0 1 2 0 6 3 5 1 12 6 10 2
z. B.         ( | ) 4 2 3 1 4 2 3 1 12 6 9 3

6 3 5 1 0 1 2 0 0 1 2 0

12 6 10 2 12 6 10 2
0 0 1 5 0 1 2 0
0 1 2 0 0 0 1 5

z z z z

z z z z

z zz z z z z
z z

A b
→

→
→

→ + − = −
→

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇔ ⇔

⇔ ⇔ ( )
1

2

3

'
' ' | '
'

z
z A b
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎟ ⎜ ⎟

⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

            Zeilenstufenform 
Zwei Möglichkeiten, weiterzumachen:    
 
a)   Rück(wärts)substitution 
 
      z3'  fl    0x1 + 0x2 +  1x3 = 5    fl  x3 = 5 
      z2'  fl    0x1 + 1x2 +  2x3 = 0    fl  x2 = –2x3 = –10 
      z1'  fl  12x1 + 6x2 – 10x3  = –2    fl  x1 = 1/12(–2 – 6x2 + 10x2) 
        = 1/12(–2 + 60 + 50) = 9 
 
b)   Gauß-Jordan-Algorithmus 
 

        
2 2 3
1 1 3

2
10

12 6 10 2 12 6 0 48
( ' | ') 0 1 2 0 0 1 0 10

0 0 1 5 0 0 1 5
z z z
z z z

A b
→ −
→ +

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇔  

        
1

2

3
1 1 2 1 1

16
12

12 0 0 108 1 0 0 9 9
0 1 0 10 0 1 0 10 10
0 0 1 5 0 0 1 5 5

z z z z z

x
x

x
→ − →

=⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⇔ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ =⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇔ ⇔  

       Zur reduzierten 
       Zeilenstufenform später. 
 

z. B. 
13

74
4

12 2 3 3 2
13 32 3

2 3 2 2 3 2 2 3 2
( | ) 2 1 1 0 4 3 0 4 3

3 2 1 0 13 8 0 0
z z z z z z
z z z

A b
→ − → −
→ −

− − − − − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇔ ⇔  

 
z3' fl 0x1 + 0x2 = 7

4−  ist für kein x1, x2 œ Ñ erfüllt, also keine Lösung, d. h. Lös(A | b) = { } = «. 

 

z. B. (A|b) =

2

4 8 12 1 2 3 1 2 3
3 6 9 1 2 3 0 0 0 zwei Nullzeilen
2 4 6 1 2 3 0 0 0 eine freie Variable x t

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⇔ − ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − = ∈⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ Ñ

 

 
z3' = z2'  fl  0x2 = 0  ist für alle x2 œ Ñ erfüllt, z1'  fl  x1 – 2x2 = 3  fl  x1 = 3 + 2t,  t œ Ñ 
 

{ } 3 2
Lös( | ) (3 2 , )| |

t
A b t t t t

t

⎧ ⎫+⎛ ⎞⎪ ⎪= + ∈ = ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

Ñ Ñ  

 
Da elementare Z-Umf. durch ebensolche wieder rückgängig gemacht werden können, ändern 
sie die Lösungsmenge nicht, d. h.  
 
Satz I.1 Für   elem. Umf.( | ) ( ' | ')ZA b A b−⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→    ist   Lös(A|b) = Lös(A'|b'). 
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Alle Nullzeilen stehen unten und zusammen.

1 ? 0 ? 0 ? 0 ?
1 ? 0 ? 0 ? Jede , die nicht nur Nullen enthält,

Die reduzierte 1 ? 0 ? beginnt mit einer führen
Zeilenstufenform
einer Matrix 0 0 ?

1 ?

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Zeile
"
"
"
% # #

den Eins.

Die führenden Einsen verlaufen von links oben
in der ersten Zeile nach rechts unten.

Jede  mit einer führenden Eins
enthält nur noch Nullen.

Spalte

 
Satz I.2a Jede Matrix  A ∈ Kmxn   (s. Abschnitt 3, Matrizen) kann auf reduzierte Zeilenstufenform 
  gebracht werden (s. Literatur). 
 
Eine Matrix kann durch elem. Z-Umf. auf verschiedene Zeilenstufenformen gebracht werden, 
aber: 
 
Satz I.2b Die reduzierte Zeilenstufenform ist eindeutig. 
 
Beweis: Thomas Yuster: "The Reduced Row Echelon Form of a Matrix is Unique: A Simple  
   Proof". Mathematics Magazine, 57(1984)2, S. 93-94. (2. Extrablatt v. 10.10.2006) 
 
Ein LGS (A|b) heißt  

homogen :ñ 1 2 1
0 0 0 0m jj m

b b b b
≤ ≤

= ∧ = ∧ ∧ = ⇔ =∧" ;     

   : und∧    :  für alle  gilt ∧ … …  
 

d. h.   
11 1 1

1 1

0

0

n n

m mn n

a x a x

a x a x

+ + =

+ + =

"
# # #

"
  ñ  (A|0), 

 
andernfalls inhomogen, 
 

d. h.   1 2 1
0 0 0 0m jj m

b b b b
≤ ≤

≠ ∨ ≠ ∨ ∨ ≠ ⇔ ≠∨" ; 

   : oder∨    :  es gibt (mindestens) ein ,  für das gilt ∨ … …  
 
Satz I.3  Ein homog. LGS hat   i)  stets die triviale Lösung s1 = s2 = … = sn = 0. 

ii)  unendlich viele Lösungen, insbesondere nicht nur die 
 triviale Lösung, wenn es mehr Variablen als Gleichungen 

     hat, d. h. m < n ist. 
 
Bew.:   i) klar  (sj = 0 einsetzen) 
 
  ii) Die red. Z-StF hat r,  r ≤ m < n,  nicht verschwindende Zeilen,  
      d. h.  m – r Nullzeilen, und entspricht 
      ∫  

1j
x    + S1( ) = 0  Die führende Variable 

ij
x  

       ∫  
2j

x   + S2( ) = 0  entspricht der 

      ∂   führenden 1 in der i-ten Zeile  

                    ∫  jr
x  + Sr( ) = 0  der red. Z-StF. 

          
       r  führende Variablen ;    0 < n – r  freie Variablen liefern das "Unendliche". 
 
NB Später rechnen wir auch in endlichen Zahlbereichen (modulare Arithmetik, 

endliche Körper), was natürlich die Endlichkeit von Lös(A|0) impliziert. 
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3.   Matrizen 
 
Zunächst zugrunde gelegte Zahlbereiche:  
entweder  K = Ñ(eelle)  oder  K = Ð(uotienten ganzer Ùahlen).  
 
Def.  einer m-zeiligen und n-spaltigen Matrix A  
 

11 12 1

21 22 2

1 2

: ( ) : ( ),   

Eintrag in  -ter Zeile u.  -ter Spalte

n

n

ij m x n ij ij
ij

m m mn

a a a
a a a

A a a a K
a

i j

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = = ∈
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

$
# # #

"

 

 

Menge aller m x n-Matrizen  A = (aij)m x n  mit Einträgen aus K =:  Km x n    . 

Spezielle Matrizen: 

Nullmatrix 0:=
0 0

0 0

m nK ×

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# #
"

; Einheitsmatrix 1:= 1n:= 

1 0 0
0 1

0
0 0 1

n nK ×

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ∈
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
% #

# % %
"

 

1
1 1

1 ( ) , Zeilen- bzw. Spaltenmatrix(vektor)n m
n

m

b
A a a a K B b K

b

× ×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ∈ = = ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

" #  

 
Satz I.4 Für die reduzierte Zeilenstufenform R einer quadr. Matrix A œ Kn x n gilt:  
  entweder hat R eine Nullzeile oder R = 1n. 
 
Bew. ( )p q p q∨ ≡ ¬ ⇒   Ist die letzte Zeile von R keine Nullzeile, so muss R = 1n sein nach  

         Konstruktion von R. 
 
 ( )( )p q p q p q¬ ∧ ≡ ¬ ∨ ¬ ≡ ⇒ ¬   Hat R eine Nullzeile, so ist R ≠ 1n . 

 
NB Hier wären noch Erläuterungen zum Umgang mit den Junktoren  ¬ = nicht, ∧ = und, 
 ∨ = oder, ⇒ = wenn … dann, ⇔ = genau dann, wenn nötig (mathem. Logik). Übung 
 

Def. Gleichheit von A, B œ Km x n:     
,

: ij iji j
A B a b= ⇔ =∧  , d. h. komponentenweise Gleichheit 

Also (1  2)  ∫  (2  1)  ∫  
2
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Matrixoperationen  
 

z. B.  

3 00 2 1 0 6 0 0 6 1 0
1 13 1 0 ( 1) 0 1 1 0 3 0 0 1 022

1 3 0 0 4 0 3 9 0 0 2 0

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + = + − + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

      =   

2 0 2 60 6
1 73 0 1 12 2

3 9 2 0 5 9

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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z. B. 

z. B. 

d. h. komponentenweise 
Addition bzw. Multiplikation 

Def. Addition:     
,

: ij ij iji j
A B C c a b+ = ⇔ = +∧      

 Skalarmultiplikation:    
,

: ij iji j
kA B ka b= ⇔ =∧      

 Differenz:         : ( 1)A B A B− = + − = A + (–B);  (–1)B =: –B 
 
 Oben steht ein Beispiel für eine 
Def. Linearkombination von x

1, , m n
rA A K∈…  mit Koeffizienten  k1, …, kr œ K : 

    1 1
1

( )
r

m n
r r i i

i

k A k A k A K ×

=

+ + = ∈∑"  

Def. Matrixprodukt  von A œ Km x r, B œ Kr x n :    AB = C œ Km x n 
 

( ) ( ) ( )Zeile  von 

Zeilenlänge ( ) = r = Spaltenlänge ( )

Spalte  von 

ij m n ik m r kj r nij c a bci A

A B

j B

× × ×

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

#
" "

#

 

Einträge des Produkts:  

(AB)ij = cij  ,   ( )
1

1 1 1 2 2
1

: :
j

r

ij i ir i j i j ir rj ik kj
k

rj

b

c a a a b a b a b a b
b =

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = + + + =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑" # "  (Zeile mal Spalte) 

   

( ) ( )1 1 3 3

2 2

2 2 2 0 4
1 0 2 1 (2 0 0) (2) ; 1 1 0 2 1 0 2 ;

0 0 0 0 0

1 3 3 1 3 1 1 3

1 2 3 2 5 0
5

4 3 4 1 0 5

K K

K

× ×

×

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + = ∈ = ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

× × × ×

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = − ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1

 

 
NB    i. Allg.  AB ∫ BA, d. h., Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ.  
 
Mit der Zerlegung von A, B in 1-zeilige bzw. 1-spaltige Untermatrizen ai bzw. bj hat man 

  ( )
1 1 1 1

1

1

n

n

m m m n

a a b a b
AB b b

a a b a b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

"
# " #

"
     1 1,r r

i ja K b K× ×∈ ∈  

   AB = ( ) ( )
1 1

1 1, n n

m m

a a B
B AB A b b Ab Ab

a a B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# # " "  

 
Ein LGS    ai1x1   + ∫ + a1nxn  =  b1 
      (A|b)  ñ     ∂   ∂ kann also geschrieben werden als 
   am1x1 + ∫ + amnxn  =  bm 

              Matrizengleichung 
 

         
11 1 1 11 1 1

1

1 1

n n

n

m mn m m mn n

a a b a a x
x x Ax b

a a b a a x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + = ⇔ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
# " # # # # #

"
  

   Linearkombination 
    der Spalten von A mit Koeffizienten xj , denn   für ,ij j j ij ij ja x x a a x K= ∈ . 
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Def. Für ( ) m n
ijA a K ×= ∈  heißt die durch  :T

ij jia a=   definierte Matrix ( )T T n m
ijA a K ×= ∈  die  

 Transponierte von A.  
 Man erhält also  AT  aus  A, indem die Zeilen als Spalten geschrieben werden. 
 

 z. B. ( )
1

1 1 2 3
1 2 ; 2

2
3

T

T
a
b

a b c
c

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

  ;   
11 12 13 11 21 31

21 22 23 12 22 32

31 32 33 13 23 33

T
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

               Spiegelung an der Hauptdiagonalen 
 

Def. Spur einer quadratischen Matrix A œ Kn x n:    sp(A) := 
1

Summe der Elemente
der Hauptdiagonalen von 

n

ii
i

a
A=

=∑   

Def. Potenz einer quadr. Matrix A:  Ar := A A … A 
         r  Faktoren 
 
Somit lässt sich für ein Polynom f(x) =  a0 + a1x + a2x2 + … + arxr            a0, a1, a2, … ar ∈ K 
definieren:         f(A):= 2

0 1 2
r

ra a A a A a A+ + +… +1        , n nA K ×∈1  
 
 
4.   Rechenregeln für Matrizen 
 
Satz I.5    Sind die angegebenen Operationen für Matrizen A, B, C, 1 und Skalare a, b, 1 ∈ K  
  ausführbar, so gilt: 
 
i) (A + B) + C = A + (B + C)  i)* (AB)C = A(BC) Assoziativität 
ii) A + 0 = 0 + A = A   ii)* A1 = 1A = A  neutrales Element 
iii) A + (–A) = –A + A = 0  iii)* ? …   inverses Element 
iv) A + B = B + A   iv)* ? …   Kommutativität 
v)  A(B + C) = AB + AC ,   (B + C)A = BA + CA   Distributivgesetze 
vi)  a(bA) = (ab)A ,    a(AB) = (aA)B = A(aB) 
vii) (a + b)A = aA + bA 
viii) a(A + B) = aA +aB 
ix) 1A = A 
 
NB i) - iv) ,  i)* - iv)*, v)   Körperaxiome 
 i) - iv) , vi ) [ohne vi ] - ix) Vektorraumaxiome (V. Kapitel) 
 
Bew.: Es ist jeweils die komponentenw. Gleichheit zu zeigen, 
 
z. B.  v ) A(B + C) = AB + AC ,       A ∈ Km x r ,   B, C ∈ Kr x n 
      D        D'     D''         D, D', D'' ∈ Km x n 

  
1

r

ij ik
k

d a
=

= ∑ (bkj + ckj) ' ''

1. Extrabl. i) 
1 1 1

r r r

ik kj ik kj ik kj ik kj ij ij
k k k

a b a c a b a c d d
= = =

= + = + = +∑ ∑ ∑    

 
z. B.  i)* ( ) , ( ) , ( )m r r s s n

ik kl ljA a K B b K C c K× × ×= ∈ ∈ ∈ = ∈  

  ( ) , ( ) 'A BC D AB C D= =  

  
1. Extrabl. iv)

1 1

r s

ij ik kl lj
k l

d a b c
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
1 1

'
s r

ik kl lj ij
l k

a b c d
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

 
Die Beweise der übrigen Regeln sind dagegen einfach (Übung). 
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NB Die meisten Eigenschaften des Körpers K übertragen sich auf Matrizen mit  
 Einträgen aus K, außer z. B. 
 in K gilt: i) 0a ab ac b c≠ ∧ = ⇒ =  Kürzungsregel 
   ii) 0 0 0ab a b= ⇒ = ∨ =  Nullteilerfreiheit 
      d.h.  0 0 0a b ab≠ ∧ ≠ ⇒ ≠  
   ( )p q r q r p q r p⇒ ∨ ≡ ¬ ∨ ⇒ ¬ ≡ ¬ ∧ ¬ ⇒ ¬  
 

 jedoch : 
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 0 0 0
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

        A    B    =     A       C =    0 
                aber B ≠ C     aber A, B ≠ 0 

 Das liegt daran, dass man nicht immer die "Kehrmatrix" einer Matrix A ≠ 0 bilden kann. 
 Zu diesem Sachverhalt: 
 
 
Def. Existiert für A ∈ Kn x n ein B ∈ Kn x n mit AB = BA = 1, so heißt A invertierbar (regulär) 
 und B die Inverse von A , 

z. B.  
a b

A
d c
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 mit ac – bd ≠ 0,  
1 c b

B
ac bd d a

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

, 

z. B. 
1

3 3
2

0

a
A a K ×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ist nicht invertierbar, da 
1 1

2 2

0 0

a a B
AB a B a B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1  für alle B ∈ K3 x 3 , 

und allgemein für A ∈ Kn x n : wenn A eine Nullzeile hat, dann ist A nicht invertierbar (singulär). 
 
 
Satz I.6   A invertierbar ⇔ Die red. Zeilenstufenform von A ist 1 (Bew. nächster Abschn. 5.). 
 
 
Satz I.7   Die Inverse B einer invertierbaren Matrix A ist eindeutig. 
 
Bew.: ' '   impliziert  ( ' ) '( ) ' 'AB AB B A B B B A B B AB B B= = = = = = = =1 1 1 . 
Zur Schreibweise: Die eindeutig best. Inverse B einer invert. Matrix A wird mit A–1 bezeichnet,  
         also  AA–1 = A–1A = 1, wenn A invertierbar ist. 
 
Satz I.8   Sind A, B ∈ Kn x n invertierbar, so auch 
 
i) A–1 mit (A–1)–1 = A,          wegen  A–1A = AA–1 = 1 
ii) AB  mit (AB)–1 = B–1A–1,   wegen (AB)(B–1A–1) = A(BB–1)A–1 = A1A–1 = AA–1 = 1 
      (B–1A–1)(AB) =  …    = 1 
 
Satz I.9   Sind die angegebenen Matrixoperationen ausführbar, so gilt: 
 

i) ( )TTA A=   ii) ( )T T TA B A B+ = +   iii) ( ) ,
T TkA kA k K= ∈  

iv) ( )T T TAB B A=   v) ( ) ( )1 1 TTA A
− −=  

 
Bew. i) – iii) folgt direkt aus der Def. von AT  
 

 v) ( ) ( ) ( )1 1 1

iv)
,

T T TT T TA A A A A A− − −= = = = ="1 1 1  
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 iv)       A      B      =       C 

       
1 1 -te Zeilei ir j ij

rj

a a b c i

b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

" " "

# #
#

 

         j-te Spalte 
         
        Transponierung 
 
 

       
1

1 -te Zeile

i

j rj ir ij

a

b b a c j

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

#
# #

" " "
 

       i–te Spalte 
     BT    AT     =      CT  =  (AB)T 

         
1 1

r r

kj ik ik kj ij
k k

b a a b c
= =

= =∑ ∑  

 
 
5.   Elementarmatrizen 
 
Def. Eine Matrix E ∈ Kn x n heißt Elementarmatrix, wenn sie durch eine elem. Z-Umf aus  
 1 ∈ kn x n entsteht, d. h.  
 Einheitsmatrix 1 

eine elem.
Z-Umf

⎯⎯⎯⎯⎯⎯→  Elementarmatrix E 

 
Satz I.10    Wird dieselbe Z-Umf auf A, 1 ∈ Kn x n angewendet und dabei E aus 1 entsteht, so 
  wird A zu EA umgeformt, d. h. 

1 E 
           ⎯→ durch dieselbe elem. Z-Umf 

 A EA 
Bew.: z. B. Vertauschung zweier Zeilen 
 

 
0

0

1

1
0 1

1 0
1

1

i
E

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

%

%

    ,  EA = C 

            i0         k0 
 

i ≠ i0, k0: cij = ( )

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
"" ""

#

1

-te Zeile v. 
0 1 0

Stelle 

j

ij

nj

a

i E
a

i
a

 = aij ,  d. h., die Zeilen ai von A bleiben unverändert. 
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0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0

0 0

: (0 0 1 0) d. h., die  -, -te Zeile von   
    ist die  -, -te Zeile von .  

: (0 1 0 0)

          Stelle       

i j i j k j

k j k j i j

i i c a a i k EA C
k i A

i k c a a

i k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
"" "" ""

#
"" "" ""

#

  

 
Ein rein formaler (korrekterer !?) Beweis wird natürlich so geführt, dass mit der Definition des 

Produkts  
1

( )
n

ij ij ik kj
k

EA C e a
=

= = ∑  argumentiert (gerechnet) wird. (Übung) 

 
Satz I.11    Jede Elementarmatrix E ist invertierbar, und die Inverse E–1 ist ebenfalls eine  
  Elementarmatrix. 
 

Bew.: Die elem. Z-Umf, die aus 1 → E bewirkt, wird mittels der entsprechenden Z-Umf bzw.  
 Elementarmatrix E0 rückgängig gemacht.  
 Man hat also mit Satz I.10  E0E = 1 und EE0 = 1, d. h., E ist invertierbar mit E–1 = E0 . 
 
Satz I.12    Für eine quadr. Matrix A ∈ Kn x n sind die folgenden Aussagen äquivalent: 
 

i) A ist invertierbar.  
ii) Ax = 0 hat nur die triviale Lösung x0 = 0 ∈ Kn x 1. 
iii) Die reduz. Z-Stf. R von A ist 1 ∈ Kn x n. 
iv) A ist als Produkt von Elementarmatrizen darstellbar, d. h. A = E1E2 μ Er mit  
 Elementarm. Ei. 
 
Bew. (Ringbeweis): Es wird  i)  ⇒  ii)  ⇒  iii)  ⇒  iv)  ⇒  i)  gezeigt. 
 

i)  ⇒  ii): (p  ⇒  (q  ⇒  r)  ª  p ∧ q  ⇒  r)    
              x1 = 1x1 = (A–1A)x1 = A–1(Ax1) = A–10 = 0 
         p            q  
 

ii) ⇒ iii): {0} = Lös(A|0)
Satz I.1

= Lös(R|0)   ⇒   (R|0) hat keine Nullzeile (warum?),  

d. h.  n  führende Einsen       ⇒   (R|0) 
1 0 0

0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

% #   ⇒   R = 1  

     wobei (R|0) die reduz. Z-Stf. der erweiterten Matr. (A|0) darstellt. 
 

iii) ⇒ iv): A wird mit Elementarmatr. 1 2, , , rE E E"  auf reduz. Z-Stf. gebracht, d. h. 

     
1 1 1

2 1 1 2Vor.Satz I.10 Satz I.8,11r rE E E A R A E E E
− − −

= = ⇒ =" "1  

 
NB Aus Satz I.8,ii folgt allgemein: Das Produkt von r invertierbaren Matrizen ist  
 invertierbar und die Inverse ist das Produkt der r Inversen im umgekehrter Reihenfolge, 

 d. h. ( ) 1 1 1 1
1 2 2 1r rA A A A A A

− − − −=" "  

 
iv) ⇒ i): A = E1E2 μ Er ist invertierbar nach Satz I.8, da jede Elementarmatrix Ei invertierbar ist. 
 
Eine Methode, die Inverse A–1 einer invertierbaren Matrix A auszurechnen. 
Nach Satz I.12 lässt sich A durch elem. Z-Umf auf die red. Z-Stf 1 bringen, d. h. nach Satz 
I.10 mit r Elementarmatrizen Ei aus A      Er μ E2E1A = 1 herstellen, und simultan A–1 aus 1.  
Mit E:= Er ... E2E1 hat man also 
 
         A      1    (A     1) 
         ↓      ↓          bzw.         ↓       durch elem. Z-Umf. der n x 2n-Matrix (A1). 
 1 =  EA    E1 = E = A–1  (1   A–1) 
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6.   Mehr zu LGS’en und invertierbaren Matrizen 
 
Satz I.13 Ein LGS Ax = b, A ∈ Km x n hat entweder keine, d. h. Lös(A|b) = {   } 

oder                                genau eine Lösung, d. h.  Lös(A|b) = {x1}    ⊆ Kn x 1 

oder            
1 2,x x
∨ {x1 + k(x2 – x1) | x1 ≠ x2, k ∈ K} ⊆ Lös(Ab),  

   d. h. abzählbar unendlich viele Lösungen für K = Ð. 
 

( )1 2 1 1 2 1 Vor.Satz I.5
Bew.:  ( ) ( ) ( )A x k x x Ax k Ax Ax b k b b b+ − = + − = + − =  

 
Für die Invertierbarkeit einer quadr. n x n-Matrix A reicht schon der Nachweis der Existenz einer 
n x n-Matrix B mit  BA = 1 oder AB = 1 wegen: 
 
Satz I.14 Für quadr.  A, B ∈ Kn x n  gilt   i)   BA = 1  ⇒  B = A–1  ii)   AB = 1  ⇒  B = A–1. 
 
Bew. i):   Anwendung von Satz I.12, der u. a. besagt: A–1 existiert  ⇔  Lös(A0) = {0}. 

    Einerseits ist stets 0 ∈ Lös(A0), andererseits gilt für x1 ∈ Lös(A0), d. h. Ax1 = 0, 
    1 1 1Vor.

( ) ( ) 0 0x BA x B Ax B= = = = , d. h. x1 ∈ {0}. Somit ist 1 1 1

Vor.
B BAA A A− − −= = =1 . 

        ii):  folgt aus i) ( ) 11mit B B
−− = . 

 
NB Es gilt also: 1  für , n nA B AB BA A B K− ×= ⇔ = ⇔ = ∈1 1 . 
 
Satz I.15 Für quadr. Matr. A ∈ Kn x n sind äquivalent 
 
i) A ist invertierbar, d. h. A–1 existiert 

ii) Ax b= ist eindeutig lösbar für jedes 1nb K ×∈  

iii) Ax b= ist lösbar für jedes 1nb K ×∈  
 
Bew. i)   ⇒ ii), denn die eindeutige Lösung ist 1

1x A b−=  

 ii)  ⇒ iii)  trivial 

 iii) ⇒ ii)   nach Vor. gibt es für jedes ( ) 1: 0 1 0
TT n

ie K ×= ∈" " ein 1n
ix K ×∈  mit Axi = ei. 

                 i-te Kompon. 
 

Damit lässt sich die n x n-Matrix B = (x1  x2  μ  xn) bilden, für die 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )  gilt,n n nAB A x x x Ax Ax Ax e e e= = = =" " " 1 woraus nach Satz I.14 
die Invertierbarkeit von A folgt. 
 
NB Später wird der nahe liegenden Frage nachgegangen, die für eine beliebige Matrix  
 A ∈ Km x n lautet: Für welche b ∈ Km x 1 ist Ax = b überhaupt lösbar; und wie kann  
 man diese b's möglichst einfach beschreiben? 
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7.   Spezielle quadratische Matrizen 
 

obere

     Dreiecksmatrix

untere

Diagonalmatrix

  

11 1

11

1

11

: , 0 für 

: , 0 für 

: , 0 für 

0
0

0

0

n

ij

nn

ij

n nn

ij

nn

a a
U a i j

a

a
L a i j

a a

a
D a i j

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = >⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = <
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = ≠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
% #

# %
"

%

 

NB A = U   ∧   A = L   ⇔   A = D 
 Die Z-Stf. einer quadr. Matr. ist eine obere Dreiecksmatrix. 
 
Satz I.16 i)   UT = L ,   LT = U ,   ii)   U1 U2 = U,   L1 L2 = L     iii)   1 1

1 1,U U L L− −= =  
          d. h., die Gestalten bleiben hierbei erhalten. 
Bew. i) klar;  iii) später, II. Kap. 
 ii)  U1 = A ,   U2 = B ,   AB = C 
 
Für  i > j  d. h.   i – 1 ≥ j  ist  cij = 0, was  C = U bedeutet,  
Für  i > j  d. h.   i – 1 ≥ j  ist  cij = 0, was  C = U bedeutet,  
 

 
( )

1 0
     Nullen in der -ten Zeile von A

 = 0 0 0

       1 Nullen, 0
        d. h. mindestens

 Nullen 0

j

i j ii in jj

b

j i
c a a b

i

        j

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# #
"" ""

#

 

Formal: 
1

1 1

n i n

ij ik kj ik kj ik kj
k k k i

c a b a b a b
−

= = =

= = +∑ ∑ ∑  

    = 0  = 0 
         da aik = 0 für k ≤ i – 1 ,  da bkj = 0 für k ≥ i > j . 
 

Damit erhält man ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 1i) ii)
( )

T T TT T T TL L L L L L U U U L= = = = = . 

Symmetrische Matrizen 
 
Def. A  symmetrisch :⇔  AT = A     z. B.  AAT,  ATA  für bel.  A ∈ Km x n 
 
Satz I.17 Sind , n nA B K ×∈ symmetr., so auch   i)   AT     ii)   A + B     iii)   kA für k ∈ K 
 
Bew. folgt direkt aus Satz I.9 . 
NB A, B symmetr.   AB symmetr., denn 

i. Allg.
( )T T TAB B A BA AB= = ≠ . 

 
Satz I.18 Für invert. Matr. A gilt  i)  A symmetr. ⇒  A–1 symmetr.  ii)  AAT, ATA sind invertierbar. 

Bew. i)   ( ) ( ) 11 1

Vor.Satz I.9

T TA A A
−− −= =  

 ii)  Da nach Satz I.9  AT invertierbar ist, wenn A es ist, haben auch die Produkte nach  
      Satz I.8 diese Eigenschaft. 

denn 



 - 14 -

II. Kapitel - Determinanten 
 
 

1.   Die Determinantenfunktion   
 
Der Begriff der bijektiven Abbildung (Bijektion, 1-1-Zuordnung) wird als bekannt vorausgesetzt!  
 
Def. i)   Eine bijektive Abbildung p auf Í(n) = {1, 2, …, n} heißt Permutation von n Elementen.  

Schreibweise:   ( )1 2
: (1) (2) ( )

(1) (2) ( )
n

p p p p n
p p p n

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

"
 

 
 ii)  Die Menge aller Permutationen von n Elementen wird mit nS bezeichnet und  

    Permutationsgruppe (symmetrische Gruppe) genannt. 
 
NB Sn enthält also alle möglichen Anordnungen bzw. Vertauschungen der Reihenfolge der  
 Zahlen 1 bis n, wovon es bekanntlich  n! = n(n – 1) … 2 ⋅ 1 gibt, d. h.  
 

#(Sn) = n! . 
Weiteres zur Gruppe Sn später. 
 
Def. i)   Ein Paar (i, i*) heißt Inversion (Fehlstand) von ( )(1) ( )p p p n= " , wenn p(i) > p(i*) 

  ist für i < i* .   
 
 ii) Eine Permutation heißt gerade, wenn die Anzahl ihrer Inversionen gerade ist,  
  andernfalls ungerade. 
 
 iii) Jeder Permutation p ∈ Sn wird ein Vorzeichen (Signum) zugeordnet durch: 
 

  
1

sig( ) :
1

p
⎧

= ⎨
−⎩

, wenn 
gerade
ungerade

p  

 

  
3 :

Anzahl der Inversionen:
sig(p) :

p S∈
 

(1 2 3) (2 3 1) (3 1 2) (3 2 1) (2 1 3) (1 3 2)
0 2 2 3 1 1
1 1 1 1 1 1− − −− −−

 

 

Sei 
11 1

1

n
n n

n nn

a a
A K

a a

×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
#

"
 gegeben. 

 
Def. Für ein p ∈ Sn heißt das Produkt der Form 1 (1) 2 (2) ( )p p n p na a a"  elementares Produkt  

 
NB Ein elem. Produkt einer quadr. Matrix A enthält also aus jeder Zeile und jeder Spalte  
 von A genau ein Element als Faktor. 
 
Def. Die Summe aller signierten elementaren Produkte von  A ∈ Kn x n  wird mit  
 Determinante von A bezeichnet, d. h., man hat die Funktion  
 

1 (1) 2 (2) ( )

det :

det( ) : sig( )    (Leibnizsche Formel)
n

n n

p p n p n
p S

K K

A A p a a a

×

∈

→

= ∑6 "  

z. B. 11 12 11 12
11 22 12 21

21 22 21 22

det :
a a a a

a a a a
a a a a
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Schema nur für n = 3 
 

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

a a a a a
a a a a a
a a a a a

 

–   –    –      +    +    + 

             Permutation  p = (1    5    3    4     2) 
    Anzahl der Inversionen: 0 + 3 + 1 + 1 = 5 ,  also sig(p) = -1 

NB Zur Erinnerung: 

 1 1
 ist für det( ) 0  invertierbar mit 

det( )
a b c b

A ac bd A A
Ad c d a

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = ≠ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

z. B.   

 

11 12 13 11 22 33
3 3

21 22 23 12 23 31

31 32 33 13 21 32

13 22 31

12 21 33

11 23 32

: : det( )
a a a a a a

A K a a a A a a a
a a a a a a

a a a
a a a
a a a

×∈ = = +
+

−
−
−

 

z. B. det(1n) = |1n| = 1 
 

1 (1) 2 (2) ( ) 11 22 ( )sig( ) =1 , da  0  für  ( )  und sig(1 2 ) 1
n

p p n p n nn i p i
p S

p a a a a a a a i p i n
∈

= = ≠ = +∑ " " "  

 
5 0 0 0 0
0 0 0 0 4

1200 0 3 0 0
0 0 0 1 0
0 2 0 0 0

−
= −

−

11 25 33 44 52sig( ) ( 1) 5 ( 4) 3 1 ( 2) 120p a a a a a= = − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − = −  

 
 
Satz II.1 Für quadr. Matr. A ∈ Kn x n ist  
 
i) det(A) = 0, wenn A eine Nullzeile (-spalte) enthält 
ii) det(A) = det(AT) 
 
Bew.: 
i) Jedes elem. Produkt enthält als Faktor eine Null aus der vorliegenden Nullzeile (-spalte). 
ii) Die Äquivalenz der drei Aussagen (bzw. Anweisungen)  
 "Aus jeder Zeile u. Spalte  Spalte u. Zeile  Zeile u. Spalte 
             von A  ⇔      von A  ⇔        von AT 
 genau ein Element auswählen"  
 und die Eigenschaft sig(p) = sig(p–1) für jedes p ∈ Sn impliziert die Gleichheit von   

Menge aller sign.
elem. Produkte von A

  =   
Menge aller sign.

elem. Produkte von TA
 

 
Dazu (u. U. ausführlicher) 
 
α) Mit 1,  d. h. ( ) ( ) ( ),  und  ,T n n T

ij ij ji nB A K b a a p p q S× −= ∈ = = = ∈  hat man 

 wegen p(i) = j ⇔ i = p-1(j) = q(j) 
 

 1 (1) 2 (2) ( )                         =

1. 2. -te   Zeile von A
p p n p na a a

n

"
       (1)1 (2)2 ( )

1. 2. -te   Spalte von A
q q q n na a a

n

"
 

           (nach Vertauschung der Faktoren) 

 1 (1) 2 (2) ( )=

1. 2. -te   Zeile von .

q q nq n

T

b b b

n A

"
 

 
β) sig(p) = sig(p–1) 
 p und p–1 ∈ Sn haben dieselbe Anzahl von Inversionen, denn mit p(i) = j,  p(i*) = j*  
 hat man  
 (i, i*) ist Inversion von p   ⇔   i < i*  und  p(i) > p(i*)   ⇔   j* < j  und  p–1(j*) > p–1(j)    
 ⇔   (j*, j) ist Inversion von p–1. 
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2.   Zur Berechnung der Determinanten 
 
Satz II.2  
 

i) 
11

1
1

0
det

n

ii
i

n nn

a
a

a a =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏# %
"

 

ii) Entsprechend ist auch die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix U gleich dem  
 Produkt ihrer Hauptdiagonalelemente. 
 
Bew.: i) Sei L = (aij) mit aij = 0 für i < j.  Die elem. Produkte 1 (1) 2 (2) ( )p p n p na a a"  sind  

 garantiert Null für i < p(i) = j.  Also muss p(1) ≤ 1, also p(1) = 1 sein für ein 
 möglicher weise von Null verschiedenes elem. Produkt. Auch muss p(2) = 2 sein, da   
 p(2) ≤ 2  und  p(2) ≠ 1 wegen der Bijektivität von p ist.  p(3) = 3, …, p(n) = n wird  
 also notwendig sein für ein nicht garantiert verschwindendes elem. Produkt.  
 Da p = (1  2 … n) eine gerade Permutation ist, folgt die Behauptung 
 
 ii) det(U)      =      det(UT)      =      det (L) = … 
             Satz II.1      Satz I.16          i) 
 
NB Mit dem obigen Satz kann der Rechenaufwand u. U. erheblich verringert werden. 
 
 
Die Wirkung von elem. Z-Umf. und analogen elem. Spaltenumformungen beschreibt 
 
Satz II.3 ai, ai* = i, i*-te Zeile von A ∈ Kn x n mit i ≠ i*   
 
 elem. Z-Umf. 

i) Typ IZ:  

1 1

d. h., die
det det für det-Funktion

ist homogen in jeder Zeile
i i

n n

a a

k k Kka a

a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ∈
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #

# #
 

 

ii) Typ IIZ : 
*

*

det deti i

i i

a a
a a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

iii) Typ IIIZ: 
* *

det deti i

i i i

a a
a ka a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

 
iv)   wegen det(A) = det(AT) gelten die drei analogen Gleichungen  
   für elem. Sp.-Umf. vom Typ IS, IIS, IIIS. 
 
NB Da  det(1) = 1, folgt für die Determinanten der Elementarmatrizen: 
 
 elem. Z-Umf. 

 Typ IZ   :  det(E) = k ≠ 0 

 Typ IIZ  : det(E) = –1 

 Typ IIIZ : det(E) = 1 
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Bew.: i)             

1

det i

n

a

ka

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

#
= 1 (1) ( ) ( )sig( )

n

p i p i n p n
p S

p a ka a
∈
∑ " "  =  

1 (1) ( ) ( )sig( )
n

p i p i n p n
p S

k p a a a
∈
∑ " "  =  

1

det i

n

a

k a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

#
 

 
 ii) siehe Literatur 
 
 iii) Zunächst: die det-Funktion ist auch additiv in jeder Zeile, d. h.  
 

  

1 1 1

det det deti i i i

n n n

a a a

a b a b

a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ++
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# # #

# # #
, denn ( )1 (1) ( ) ( ) ( )sig( )

n

p i p i i p i n p n
p S

p a a b a
∈

+∑ " "  

 
  = 1 (1) ( ) ( )sig( )

n

p i p i n p n
p S

p a a a
∈
∑ " "  + 1 (1) ( ) ( )sig( )

n

p i p i n p n
p S

p a b a
∈
∑ " " .  

 

  Also folgt mit dem nächsten Satz II.4   
* *

det det deti i i

i i i i

a a a
a ka a ka
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
              = 0 
 
NB Aus Satz II, 3 i) folgt sofort für A ∈ Kn x n, k ∈ K   det( ) det( )nkA k A= . 
 Eine Abbildung  f  heißt linear, wenn sie additiv und homogen ist, d. h.  
 ( ) ( ) ( )  und  ( ) ( )f a b f a f b f ka kf a+ = + =  gilt. Genaueres dazu später. 
 
Satz II.4 Enthält eine Matrix zwei proportionale Zeilen (Spalten), so ist ihre Determinante Null, 

  d. h. det 0i

i

a
ka
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

, mit k ∈ K. 

Bew.: 

 
Satz II.3 i)

det det 0 0

 Anwendung von -   0 für : det det  nach Satz II.3 ii).

i i

i i

i i

i i

a a
k k

ka a

a a
d d d d K

a a

⊗

⊗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⇒ = ∈ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

Z Z Z ZII I III III

Satz II.2

0 1 5 3 6 9 1 2 3 1 2 3 1 2 3
z. B.  3 6 9 0 1 5 3 0 1 5 3 0 1 5 3 0 1 5

2 6 1 2 6 1 2 6 1 0 10 5 0 0 55

3 1 1( 55) 165

− − − −
− = − = − = − = −

− −

= − ⋅ ⋅ − =
 

 
Die Dreiecksmatrix lässt sich auch herstellen, wenn nur die Z-Umf. Typ IIIZ angewendet wird. 
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165
3

0 1 5 1 1 8 1 1 8 1
3 6 9 3 6 9 0 3 15 0 3 165
2 6 1 2 6 1 0 8 15 0 0

− − ∗ ∗
− = − = − − = − ∗ =

− −
 

 
Das ist immer möglich! 
Satz II.5 Jede quadr. Matr. A ∈ Kn x n lässt sich in eine obere Dreiecksmatrix verwandeln  
  durch alleinige Anwendung der elem. Z-Umf. Typ IIIZ, d. h. Addition eines  
  Vielfachen einer Zeile zu einer anderen. 
 
Bew.: Vollst. Induktion 
 
i) n = 1:   (a) ∈ K1 x 1 ist obere Dreiecksmatr. 
ii) Sei  n > 1 und A ∈ Kn +1 x n + 1, dann kann die erste Spalte von A mit geeigneten elem.  
 Z-Umfn. von Typ IIIZ so "aufgeräumt" werden, dass ab der zweiten Stelle nur noch  
 Nullen stehen, d. h. ai1 = 0 für jedes i ≥ 2. Also 
 

 
Z

' ' '
11 12 1 1

TypIII

0
'   mit 

0

n

n n

a a a

A A A K
A

+

×⇔ = ∈

"

�
�#

 

 
Nach Induktionsvoraussetzung lässt sich iA  in eine obere Dreiecksmatr. i n nU K ×∈  verwandeln. 
Diese Operationen verwandeln A' in die behauptete Dreiecksgestalt, d. h. 
 

 iZ

11 1 1 11

Typ III

1 1

' ' ' *
00

'

0 0 ''0

n

n n

a a a

A U
U

a

+

+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

… "
% #

# ##
"

 

 
NB Man erhält damit die Folgerung: Eine Matrix A ∈ Kn x n mit det(A) ≠ 0 lässt sich in eine  
 Diagonalmatr. umformen durch alleinige Verwendung der Zeilenoperationen von Typ IIIZ. 
 

Denn nach Satz II.5 ist 
Z

11 12 1

22

Typ III
1

' ' '
'

'  und det( ) ' 0 nach Satz II.

0 '

n

n

ii
i

nn

a a a
a

A A A a

a
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⇔ = = ≠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏

"

%
 

 
Also lässt sich die 2-te Spalte von A' mit   a'22 ≠ 0, die 3-te Spalte mit a"33 ≠ 0   u. s. w. "nach 
oben hin ausräumen". 
 
 
3.   Weitere Eigenschaften der det-Funktion 
 
Die relative komplizierten Definitionen des Matrixprodukts AB und der Determinante det(A) 
zeigen die sehr einfache Beziehung 

det(AB) = det(A) det(B), 
zu deren Beweis die zwei folgenden Lemmata dienen. 
 
Lemma II.6  Für E(lementarm.), A ∈ Kn x n gilt   det(EA) = det(E) det(A). 
 

Bew.: Man erhält für die drei Typen von elem. Z-Umf. nach Satz II.3 
 Typ IZ,   det( ) : det( ) det( )E k EA k A= =  
 Typ IIZ,  det( ) 1 : det( ) det( ) ( 1)det( )E EA A A= − = − = −  
 Typ IIIZ, det( ) 1 : det( ) det( ) 1 det( )E EA A A= = = ⋅ . 
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NB Allgemein folgt für E1, E2, …, Er: 2 1 2 1det( ) det( ) det( )det( )det( )r rE E E A E E E A=… …  
            = 2 1det( )det( )rE E E A… . 
 
 
Lemma II.7   A invertierbar  ⇔  det(A) ≠ 0 
 
Bew.: "⇒" A invertierbar 1 2 1 2Satz I.12 Lemma II.6

det( ) det( )det( ) det( ) 0r rA E E E A E E E⇒ = ⇒ = ≠… … , 

        da det(Ei) = ± 1 oder det(Ei) = k ≠ 0. 
 
 "⇐"  A wird mit r  Ei's auf red. Z-Stf. gebracht,  d. h. 2 1rE E E A R=… . 
   Da det(A) ≠ 0 vorausgesetzt ist, folgt mit Lemma II.6 NB   det(R) ≠ 0,  
   d. h. nach Satz II.1, dass R keine Nullzeile hat. Dann muss nach Satz I.4   
   R = 1  sein und das bedeutet nach Satz I.12, dass A invertierbar ist. 
 
Theorem II.8  Für A, B ∈ Kn x n gilt   det(AB) = det(A) det(B). 
 
Bew. (Fallunterscheidung): 
 
i) 

Lemma II.7 Lemma II.7Übung
det( ) 0  nicht invertierbar  nicht invertierbar det( ) 0 0det( )A A AB AB B= ⇒ ⇒ ⇒ = =  

 
ii) 1 2 1 2det( ) 0  invertierbar det( ) det( )r rA A A E E E AB E E E B≠ ⇒ ⇒ = ⇒ =… …  
            1 2det( )det( ) det( )det( )rE E E B A B= =…  

             mit Satz I.12 und Lemma II.6,7 
 
Korollar II.9  Für die Inverse A–1 einer invertierbaren Matrix A gilt: 

      1 1
det( )

det( )
A

A
− =  

 
Bew.: 1 = det(1) = det(A–1A) 

Theorem II.8
=  det(A–1) det(A) 

 
 
Für A ∈ Kn x n, λ ∈ K  lässt sich  Ax = λx  äquivalent umformen zu  (A – λ1)x = 0 . 
 
Von Interesse sind die nichttrivialen Lösungen  x ∈ Kn x 1, die es nach Lemma II.7 genau dann 
gibt, wenn die 

charakteristische Gleichung: det(A – λ1) = 0   ist. 
 
Def.  
Die Lösungen  λ ∈ K  der charakt. Gl. det(A – λ1) = 0  heißen Eigenwerte der Matrix A ∈ Kn x n. 
 
Die zu  λ  gehörenden nichttrivialen Lösungen  x ∈ Kn x 1  von (A – λ1)x = 0  heißen 
Eigenvektoren zum Eigenwert  λ ∈ K.   
Mehr dazu später, aber hier schon ein Beispiel für  K = Ñ  und 
 

z. B.   2 22 3
4 3

A ×⎛ ⎞
= ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ñ  

 
   det(A – λ1) = 0 charakteristische Gleichung 
 

  ⇔ 22 3
det (2 )(3 ) 12 5 6 0

4 3
− λ⎛ ⎞

= − λ − λ − = λ − λ − =⎜ ⎟− λ⎝ ⎠
 

 
Eigenwerte: λ1 = 6,  λ2 = –1 
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2 3
4 3

2 3 3 18 3
6

4 3 4 24 4

r r r
r r r

r r r
r r r

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Eigenvektoren zu 

λ1 = 6: 1
2 1

2

4 3 0 4 3 0 3
( 6 ) 0 ,

44 3 0 0 0 0

x
A x x r x r

x
− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− = ⇔ = ⇔ ⇒ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
1  

 
 
Mit K* = K\{0}  

liegen alle zu  λ1 = 6  gehörenden Eigenvektoren in Eig*(A,6) := 
3

4 3
* *

1 4
r r K r r K
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪∈ = ∈⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

. 

λ2 = –1: 
3 3 1 1

( )
4 4 0 0

A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ = ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1  

Also ist x2 = r ,  x1 = –r und damit Eig*(A,–1) = 
1 1

* *
1 1

r r K r r K
⎧ ⎫ ⎧ ⎫−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪∈ = ∈⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

. 

 
NB Geometrische Interpretation 
 

           6x =Ax 
 
 
 
      Ax = –x 
       x2  x ∈ Eig(A,6) 
          x1 
              x1   
 
       x2        x ∈ Eig(A, –1)  
 
 
 
 
 
Die Menge  Eig(A,λ) = Eig*(A,λ) ∪ {0}  heißt Eigenraum von A zum Eigenwert λ. 
 
 
4.   Cofaktorentwicklung, Cramersche Regel 
 

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

a a a a a
a a a a a
a a a a a

 

 

22 23 21 23 21 22
11 12 13 11 11 12 12 13 13

32 33 31 33 31 32

det( )
a a a a a a

A a a a a M a M a M
a a a a a a

= − + = − + 11 11 12 12 13 13a c a c a c= + +  

 
 
Def. Minor von aij : Mij = Determinante der (n – 1 x n – 1)-Untermatrix, die aus A ∈ Kn x n  
 durch Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. 
 
 Cofaktor von aij : Cij = (–1)i + j Mij ,   (–1)i + j : Schachbrettregel: +  –  +  –  + 
            –  +  –  + 
            +  –  +     u. s. 
w. 
            –  + 

z. B.  
0 1 5

3 9 3 6
3 6 9 0 ( 1) 5 15 150 165

2 1 2 6
2 6 1

−
− = ∗ + − + = + =  
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Die Determinante einer Matrix lässt sich nicht nur nach der ersten Zeile, sondern nach jeder 
Zeile und jeder Spalte entwickeln. 
 
Entwicklungssatz II.10 (von Laplace, 1749-1827) 
 

Für ( ) n n
ija A K ×= ∈  gilt:  

1 1

det( ) , det( )
n n

ij ij ij ij
j i

A a c A a c
= =

= =∑ ∑ ,  wobei cij der Cofaktor von aij ist. 

        Entw. nach -ter Zeile,   -ter Spaltei j   
 
Bew.: Da die det-Funktion in jeder Zeile additiv und homogen ist (s. Satz II.3), lässt sich  
 det(A) zerlegen in 
 

 
11 12 1 11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

det( ) 1 0 0 0 1 0 0 0 1
n n n n

i i in i i in

n n nn n n nn n n nn n n nn

a a a a a a a a a a a a
A a a a a a a

a a a a a a a a a a a a
= = + + +"  

 
 und nach i – 1 bzw. j – 1 Vertauschungen benachbarter Zeilen bzw. Spalten umformen zu 
 

 1 2
1 11 12 1 2 12 11 1 1 11 12

1 2 2 1 1 2

1 0 0 1 0 0 1 0 0
det( ) ( 1) ( 1) ( 1)i i i n

i n i n in n

n n nn n n nn nn n n

A a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

+ + += − + − + + −" , 

 
         da (–1)(i–1)+(j–1) = (–1)i+j . 
 Also erhält man 

 1 2
1 11 2 12 1

1 2

1 2

1 0 0 1 0 0 1 0 0
det( ) ( 1) ( 1) ( 1)i i i n

i i in n

n nnn

i ini
A a a a a a a

a aa

A A A
+ + += − + − + + −"  

 
 und mit Argumenten hinsichtlich der elementaren Produkte schließlich  
 
   1 2

1 1 2 2det( ) ( 1) ( 1) ( 1) ,i i i n
i i i i in inA a A a A a A+ + += − + − + −"   

 
 wobei die besagten Zeilen- und Spaltenumformungen die Matrix Aij erzeugen mit 
 

   
11 1 1

( 1) ( 1)
1

1 2

nach Streichung
    der -ten Zeile und

-ten Spalte von .

j n

n n
ij i ij in

n n nn

a a a

A a a a K i
j Aa a a

− × −

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Der Ausdruck für die Entw. nach der j-ten Spalte folgt sofort wegen  det(A) = det(AT). 
 

NB Die obigen Formeln sind nur dann sehr nützlich, wenn die Matrix A oder ihre Umformung  
 viele Nullen in einer Zeile oder Spalte aufweist. 
 

z. B.  

1 2 1 1 1 2 1 1
0 3 3 0 3 3

2 4 1 5 0 0 3 3 3 3
1 1 3 0 9 3 18

3 5 2 6 0 1 1 3 9 3
1 8 0 1 8 0

3 7 5 3 0 1 8 0

− −

= = − = = = −
− −

 

 

Def. Für ( ) n n
ija A K ×= ∈  heißt die Matrix adj(A) := 

11 1

1

n

n nn

T
c c

c c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #

"
 Adjunkte von A, wobei 

 cij die Cofaktoren von aij sind. 
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Theorem II.11 adj(A)A = -1 1
adj( ) det( )1,  d. h.  A adj( )

det( )
A A A A

A
= =  

   für eine invertierbare Matrix A ∈ Kn x n. 
 

Bew.:  
11 1 11 1

1 1

det( )

det( )

0

0

n n

n nn n nn

a a c c A

a a c c A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… …
# % # # % # %

" "
,  

da i) nach dem Entwicklungssatz für die Diagonalelemente des Produkts  

  
1

det( )
n

ij ij
j

a c A
=

=∑  ist, und für die anderen, d. h. für i ≠ i*, 

 ii) 
1

0
n

ij i j
j

a c ∗
=

=∑  ist, was mit einem Trick gezeigt wird. 

  Aus 
* *

 wird '
'

i i i

i i i

a a a
A A

a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 gebildet, d. h. A und A' unterscheiden sich 

  nur in der i*-ten Zeile mit *1 *2 * 1 2' ' ' 'i i i n i i ina a a a a a=" " . 
  Demnach sind die Cofaktoren  Ci*j von A  und  C 'i*j von A'  bzgl. der i*-ten Zeile  
  gleich, d. h. C 'i*j = Ci*j, und man hat mit der Entwicklung nach dieser i*-ten Zeile 

  * * *Satz II.4
1 1

0 det( ') ' '
n n

i j i j ij i j
j j

A a C a C
= =

= = =∑ ∑  ,  qed. 

 
Der Beweis von adj(A)A = det(A) 1 verläuft analog, wenn die aus A = (   bj    bj*   ) gebildete 
Matrix A' = (   bj    bj   ) betrachtet wird. 
 

z. B. 
3 1 1
1 1 0
1 3 3

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   
3 1 1

det( ) 1 1 0 16
10 6 0

A
−

= − = −    
3 3 4

adj( ) 6 10 8
1 1 4

T

A
− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

   1

3 6 1
1

3 10 1
16

4 8 4
A−

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟− ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

 
Satz II.12 Cramersche Regel 
 
Für die Lösungen  x ∈ Kn x 1 =: Kn  eines LGS's  Ax = b ∈ Kn gilt 
 

1 1 2 2det( ) det( ), det( ) det( ), , det( ) det( )n nx A A x A A x A A= = =… , 
 

wobei Ai (a1 μ b μ an) aus A=(a1 μ aj μ an) dadurch entsteht, dass die j-te Spalte von A 
durch die "rechte Seite" b  des LGS's ersetzt wird. 
 
Bew.: Nach Theorem II.11 hat man mit adj(A)A = det(A)1 die Gleichung  
 

 det(A)x = adj(A)Ax = adj(A)b, d. h.  
1 11 1 1

1

det( )
n

n n nn n

x c c b
A

x c c b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…
# # % # #

"
   

 bzw. für alle j = 1, …, n   
11 1 1

1 1
1

det( ) det( )
nn n

j ij i i ij j
i i

n n nn

a b a
A x c b bc A

a b a= =

= = = =∑ ∑
" "

# # #
" "

 

 mit Entwicklung nach der j-ten Spalte von Aj . 
 
NB In  der Literatur findet man auch  A adj(A) = adj(A)A = det 1 (Theorem II.11) als 
 Cramersche Regel und die Aussage von Satz II.12 für invertierbare Matrizen in der Form:  

 für die Lösung  x = (x1, …, xn)T  des LGS's  Ax = b  gilt  
det( )
det( )

i
i

A
x

A
= . 
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III. Kapitel ist enthalten im 
IV. Kapitel – Der Standardvektorraum Ñn 
 

1.   Der Vektorraum  Ñn   
 

Def. { }1 2: ( , , , )  Menge aller geordneten -Tupelnn
n ix x x x n= ∈ =…Ñ Ñ  

          mit reellen Komponenten 
 

Ñn heißt n-dimensionaler reeller Vektorraum, wenn die zwei folgenden Operationen definiert sind  

für Skalar:  k ∈ Ñ ,  Vektor: v ∈ Ñn . 
Mit der komponentenweise definierten Addition und Skalarmultiplikation hat man die 
geometrische Deutung im Ñ2:  
                   
 x2         u2 + v2               ku ,  k > 0 
       v 
    u2        u                  
      
    v2                     v             u    u + v      u 
 
           x1 

       u1         v1         u1 + v1  
     u+ v = (u1,u2) + (v1,v2) 
     := (u1 + v1, u2 + v2) 
Differenz        ku ,  k < 0 
          v 
          u – v := u + (–v) = –v + u   ku = k(u1,u2) := 
(ku1,ku2) 
            u 
 
       –v 
      –v 
        u 
 
 

Grundlegend für den Längen- und Winkelbegriff ist: 
 

Def. Skalarprodukt  < , >e : Ñn x Ñn →  Ñ 

        (u,v)  #  <u,v>e := 
1

n

i i
i

u v
=
∑  

 Die Operation < , >e  wird auch euklidisches oder inneres Produkt genannt  
 und als <u,v>e = u ⋅ v geschrieben. 
 
Fasst man Vektoren u = (u1, u2, …, un), v = (v1, v2, …, vn) ∈ Ñn als Spaltenmatrizen  

u = (u1   u2  …  un)T,  v = (v1   v2  …  vn)T ∈ Ñnx1 auf, so ist 
 
    <u,v>e = u ⋅ v = uTv . 
 
Damit gelten für Addition, Skalarmultiplikation und Skalarprodukt die Rechenregeln i) – ix) aus 
Satz I.5. 
 

NB < , >e ist nicht assoz., da für  2n ≥  und  u, v, w ∈ Ñn  schon der Ausdruck (u ⋅ v) ⋅ w  
 sinnlos ist. 
 
Satz IV.1 Für  u,v,w ∈ Ñn  und  k ∈ Ñ  gilt: 
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1 2 2
1 2

2

v
v v v

v
⎛ ⎞

= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 1
0 , 8 1 , 6
2 2

u u v v
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1
2 2 2

2 1 2 3

3

v

v v v v v

v

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = + +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1
d( , ) 1 2

0
u v

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

i) ( ) , ( ) , ( ) ( ) ( ) ;u v w u w v w u v w u v u w ku v u kv k u v+ ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ + = ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅   
wegen Satz I.5 

ii) u ⋅ v = v ⋅ u ; wegen i i i iu v v u=∑ ∑  iii) 2 : 0v v v= ⋅ ≥ ; wegen 2 0iv ≥∑  

iv) 2 0 0 nv v= ∈ ⇔ = ∈Ñ Ñ ; wegen 2
1 20 0i nv v v v= ⇔ = = = =∑ "  

 

Def. i) Eukl. Norm (Länge, Betrag) eines Vektors  2 2
e

: ,  d. h. 
e

v v v v v= ⋅ =  

 ii) Eukl. Abstand zweier Vektoren   2
ed ( , ) : ( )u v u v u v= − = −  

 
(Der Index  e  wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels weggelassen, da hier alles "euklidisch" ist.) 
 
NB Schaut man auf  Ñ2  oder in  Ñ3, so ist der Satz des Pythagoras erkennbar und die Norm  

 v  als Länge des Pfeils (Vektors)  v  offensichtlich. 

 
          x2                x3 

  v 
    v2          v3 

           v 
              v2 

          x1            x2 

        v1            v1 

 
         x1 
        x3 
 
       2 

   v 
z. B.      1 

 u        x2  
       1 
 

     2 

        x1 
 

NB  
1 1

2

1

d( , ) ( )
n

i i
i

n n

u v

u v u v u v
u v =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑# #  euklid. Abstand im Ñn 

 
Satz IV.2 Ungleichung von Cauchy u. Schwarz 
 

, nu v

u v u v
∈

⋅ ≤∧
Ñ

, 

  wobei  
, 0
, 0

k k
k

k k
≥⎧

= ⎨
− ≤⎩

 der Betrag von  k ∈ Ñ  ist. 

 
Bew.: Für  v = 0  ∈ Ñn  gilt wegen  u ⋅ 0 = 0 ∈ Ñ  und  0 = 0  die Gleichheit. 

 Setze für  v ≠ 0  
2

u v
k

v

⋅
=  ;   also  

2

Satz IV.1
0 ( )u kv≤ −  =  2 2 22 ( )u k u v k v− ⋅ +  =  

2

2 2

2 2
2 ( )

u v u v
u u v v

v v

⎛ ⎞⋅ ⋅⎜ ⎟− ⋅ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =  2
2

( )u v
u

v

⋅
−  

 2 2 2 22 20 ( ) ( )u v u v u v u v⇒ ≤ − ⋅ ⇒ ⋅ ≤ . 



 - 25 -

u 

 
Daraus folgt mit den Regeln für das adizieren  in Ñ die Behauptung. 

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung kann geschrieben werden als u v u v u v− ≤ ⋅ ≤ , und 

für  , 0  als  u v ≠ 1 1
u v
u v
⋅

− ≤ ≤ . Das ermöglicht formal die 

Def. Winkel zweier Vektoren für  u,v ∈ Ñn  mit  u,v ≠ 0 

cos : ,  0 ;  d. h.  arccos
u v u v
u v u v
⋅ ⋅

ϕ = ≤ ϕ ≤ π ϕ =  . 

Die geometrische Rechtfertigung dafür später. 
 
Satz IV.3 u,v,w ∈ Ñn, k ∈ Ñ 
 

i) 0 , d( , ) 0v u v≥ ≥    ii) 0 0, d( , ) 0v v u v u v= ⇔ = = ⇔ =  

iii) , d( , ) d( , )kv k v u v v u= =   iv)

 , d( , ) ( , ) ( , )u v u v u v d u w d w v+ ≤ + ≤ +  

       Dreiecksungleichung(en)   v 
           u 
Bew.: i), ii)  folgen sofort aus Satz IV.1 und der -Eigenschaft in Ñ.       u + v  

 iii) 2 22 2( ) ( )kv kv kv k v v k v= ⋅ = ⋅ =  und damit ist auch 

  d( , ) ( 1)( ) 1 d( , )u v u v v u v u v u= − = − − = − − = . 
 

 iv) 2 2 2 2( ) 2( )u v u v u u v v+ = + = + ⋅ +  

  ( )22 2 22

Satz IV.2
2 2u u v v u u v v u v≤ + ⋅ + ≤ + + = +  

  Da 0x ≥ , bleibt nach -Zeichen die Ungleichung erhalten, und damit ist auch 

  d( , ) ( ) ( ) d( , ) d( , )u v u v u w w v u w w v u w w v= − = − + − ≤ − + − = + . 

 
Def. Ein v ∈ Ñ  heißt Einheitsvektor, wenn 1v =  ist.     

NB Jeder Vektor v ≠ 0 lässt sich auf Länge 1 bringen durch  01
:v v

v
=  := Einheitsvektor in  

Def.         Einheitssphäre     "Richtung" v. 
    Sn–1 := {v | v ∈ Ñn , 1v = }   

              
           
 
 
    S1         S2 
 
 
Def. u,v ∈ Ñn orthogonal   :⇔   u ⋅ v = 0   ⇔:   u ⊥ v 
 

NB i) u ⊥ v 2 2 2u v u v⇔ + = +      Satz des Pythagoras (Bew. Übung) 

 
ii) Die Vorstellung von "u senkrecht auf v" entspricht dem Bild  

           mit der Aussage u v+  = u v−   ⇔  u ⊥ v , 

    u v+              u v−       deren Richtigkeit gezeigt ist mit  

    –v         v    
2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 2( )

u

und

nd ( ) 2( )

u v u v u u v v

u v u v u u v v

+ = + = + ⋅ +

− = − = − ⋅ +
 

    durch  2 2 4( )u v u v u v+ − − = ⋅    
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     bzw.         =          ⇔  0u v⋅ = . 

          u = w1 +w2  
Def. Orthogonalprojektion   projvu = w1        u        w2 = u – w1 ⊥ v 

eines Vektors  u auf einen anderen  v ≠ 0 : 
              v 
                 w1 = kv 
 

  
Der Skalar k ist eindeutig und damit auch w1 und w2, denn: 

 ' ' '
1 1 1 1, mit ( ) 0 ( )w kv w k v u w v u w v= = − ⋅ = = − ⋅   ergibt  '

1 1,u v w v u v w v⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  

 und damit ' '( ) ( )   d. h.  ( ) ( )kv v k v v k v v k v v⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ , woraus wegen v ≠ 0    k = k' folgt. 

Wegen  u ⋅ v = (w1 + w2)v = w1v = kv2  ist  
2

u v
k

v

⋅
= , und damit   

0 0
1 2

proj ( )v
u v v v

w u v u u v v
v vv

⎛ ⎞⋅
= = = ⋅ = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 
 Damit lässt sich also jeder Vektor u ∈ Ñn eindeutig zerlegen in zwei orthogonale Vektor-

 komponenten  w1, w2, wobei w1 die von einem  v ∈ Ñn vorgegebene "Richtung" hat, d. h. 
 

 

          w2          1 2 1 2 ,  0u w w w w= + ⋅ = .        
                   
           v 

         1 2
projv

u v
w u v

v

⋅
= =          

z. B. u = (3, 1, –7)  ,  v = (1, 0, 5) ,  u ⋅ v = 3 + 0 + (–35) = –32  ,   2v  = 12 + 02 + 52 = 26 

1 2 1
16 1 1 1

proj (1,0,5) , (39,13, 91) (16,0,80) (55,13, 11)
13 13 13 13vw u w u w= = − = − = − + = −   

Probe:  

1 2 2

16
(55 0 55) 0,

13
w w⋅ = + − =  ( )1 2

1
( 16,0, 80) (55,13, 11)

13
w w+ = − − + −   

1
(39,13, 91)

13
u= − =  

 

Damit zeigt sich neben der Länge v v v= ⋅  die zweite elementar-geometrische (Be-)Deutung 

des Skalarprodukts. 
           u 
  u 
                 
       u0        u0 

    ϕ 
               ϕ   
            v0        v 
            k   <    0    <   k  
 
      S1 = Einheitskreis 
 
 

0 0cos
u v

k u v
u v

ϕ = = ⋅ = ⋅ , d. h.   cosu v u v⋅ = ϕ    bzw.  arccos   mit  0
u v
u v

⎛ ⎞⋅
ϕ = ≤ ϕ ≤ π⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 
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Eine Besonderheit des Ñ3  
 
Def. Kreuz- bzw. Vektorprodukt 
 

 

3 3 3

1 1
2 2 1 1 1 1

2 2
3 3 3 3 2 2

3 3

( , ) , ,
u v

u v u v u v
u v u v u v

u v u v u v
u v

× →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟× = × = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

6

Ñ Ñ Ñ

 

 z. B. ( )
0 5
1 4 5, 10, 5
2 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟× = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
NB Die Anwendung des Entwicklungssatzes II.10 ergibt für  u, v, w ∈ Ñ3  

 ( )
1 1 1

2 2 2

3 3 3

det( ) :
u v w

u v w u v w u v w u v w
u v w

= = × ⋅ = ⎡ ⎤⎣ ⎦ 

 
Def. [u v w] heißt Spatprodukt der drei Vektoren u, v, w ∈ Ñ3 . 
 
Satz IV.4  u,v ∈ Ñ3 ,    k ∈ Ñ 
 
i) ,u v u v× ⊥     ii) ( )u v v u× = − ×    schiefsymmetrisch 
iii) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )u v w u v u w u v w u w v w× + = × + × + × = × + ×  
iv) ( ) ( ) ( )k u v ku v u kv× = × = ×   v) 0 0 0u u u u× = × = = ×  

vi) 2 2 2 2( )u v u v u v× = − ⋅     Lagrange-Identität 

 
Bew.: i) – v)  Anwendung der Regeln für die Determinante 
      vi)  Ausrechnen beider Seiten der Gleichung 
 

Für die Standard-Basisvektoren    1 2 3

1 0 0
0 , 1 , 0
0 0 1

e e e
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   gilt: 

i) 
1
0i j

i j
e e

i j
=⎧

= ⎨
≠⎩

 

 
 
ii) 1 2 3 2 3 1 3 1 2, ,e e e e e e e e e× = × = × =   
         e3      e3          
 
 zyklische Vertauschung 
            e2               e2    
   e1            e1      

 
 e1 , e2 , e3 bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem  1 2 3

Definition
: det( ) 0e e e⇔ > . 

 
NB i) Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, denn z. B. 1 1 2( )e e e× × = 0, 

  aber 2

1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0

e

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟× × = × = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 . 
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• • 

sinu v u vϕ = ×  

0 ≤ ϕ ≤ π  

V = |[u v w]|, 

 ii)  Analog zu  u ⊥ v ⇔ u ⋅ v = 0  hat man ein Kriterium für die Parallelität zweier  

  Vektoren  u,v ∈ Ñ3, u,v≠ 0,   durch:   : 0
k

u v u kv u v
∈

⇔ = ⇔ × =∨
Ñ

, denn 

  "⇒": ( ) ( ) 0 0u kv u v kv v k v v k= ⇒ × = × = × = ⋅ = .  "⇐" Übung 
 
 iii) Der Vektor  u v×  mit | | 0u v× ≠  ist eindeutig bestimmt durch 
  α)   ,u v u v⊥ ×  β)   , ,u v u v×   bilden in dieser Reihenfolge ein   
           Rechtssystem, d. h. det( , , ) 0u v u v× >  
 
         u x v        v       e3          e2  
           ϕ   

         •         u        •       •     e1   
 
  Zur genaueren Klärung siehe Literatur zum Stichwort "Orientierung". 
 
  γ)   u v×  =  Flächeninhalt des durch  u, v  aufgespannten Parallelogramms,  

        denn    v 
    
     h      F   =        , 
           ϕ 
               u 
 

  wegen F= 2sin 1 cosu h u v u v= ϕ = − ϕ  = ( ) ( )2 2 2cosu v u v− ϕ  

       = 2 2 2( )u v u v− ⋅  2

Satz IV.4
u v×=  =  u v×  

 
 iv) Geometrische Interpretation des Spatprodukts  det( ) [ ] ( )u v w u v w u v w= = × ⋅  

  u v×  
              Für das Volumen V des durch u, v, w  
               aufgespannten Parallelepipeds gilt 
            

                        

  denn   V = Grundfläche ⋅ Höhe = proju vu v w××  = 
2

( )
( )

w u v
u v u v

u v

⋅ ×
× ×

×
  

          = 
2

( )w u v
u v u v

u v

⋅ ×
× ×

×
 = |(u x v) ⋅ w| = |[ ]|uv w  

  Man erhält also offensichtlich:  u, v, w  liegen in einer Ebene  ⇔  [uvw] = 0 
 

  Wie eine dreireihige Determinante via  [u v w]  das Volumen eines Parallel- 
  epipeds misst, so drückt eine zweireihige wegen 
 

  F = 
1 1

1 1
2 2

2 2

0
det det 0

0 0 1

u v
u v

u v
u v

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

=   den Flächeninhalt eines Parallelogramms aus, 

        x3 

 
        e3  

                 x2    v   
1 1

1 1
2 2

2 2
, , ' , '

0 0

u v
u v

u v u u v v
u v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

          x1 

u 

proju v w×  

u 

w 

v 
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⋅ 

u0 

  denn die Maßzahl für das Volumen des von  u', v', e3  aufgespannten  
  Parallelepipeds mit Höhe 1 ist gleich der Maßzahl seiner Grundfläche. 
 
Geraden und Ebenen in Ñ2, Ñ3 
 

Def. Gerade L := { } 2 3
0 0| ,  mit u , ,   und  0u u u tv t v v= + ∈ ∈ ≠Ñ Ñ Ñ  

 
 Ebene  E :=  { } 3

0 0| ; ,  mit , ,  und 0u u u tv sw t s u v w v w= + + ∈ ∈ × ≠Ñ Ñ  

 
                   P 
        P0   v      P        w       
         u             P0   v 
        u0      
                      u0         u 
           0 
        0 

0 0    u u tv u u tv sw= + = + +  

   Parametergleichungen 
 

0,u u  heißen hier Ortsvektoren der durch ihre Komponenten beschriebenen 0Punkte  ,P P . 

,v w  werden hier Richtungsvektoren genannt. 

 
Wegen 0 0( ) ( )( ) ( )v w u v w u tv sw v w u d× ⋅ = × + + = × ⋅ =  erhält man einen Normalvektor n = v x w, 
der mit der Normalengleichung 0 0( ) 0  bzw.  n u u nu nu d− = = =  die Ebene E : 0u u tv sw= + +  

beschreibt. 
 
    n 
 
      P 
                 ⋅            
  
            P0 

              u    
   
Umgekehrt lässt sich aus der Normalengleichung  n ⋅ u = d  durch geeignete Wahl von v,w ⊥ n   

und  u0 mit nu0 = d  die Parametergleichung der Ebene herleiten. (Übung) 
 
Eine dritte Form der Ebenengleichung ist mit ( , , ) 0, ( , , )  und  n a b c u x y z d= ≠ = ∈ Ñ  
gegeben durch   ax by cz d+ + = . 

 
 
 
 z. B.       1       v 
            n      
  

        P0 
       n1          E1 ⊥  E 

 
  
       u0     L ⊆ E 
  
          0  
 
 
 
 

{ }3 3| ,   mit  , 0,E u n u d u n n d= ⋅ = ∈ ∈ ≠ ∈Ñ Ñ Ñ  
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  Gesucht wird E : n ⋅ u = d 
  mit: E verläuft senkrecht zu E1 : 2x – 4y + 2z = 9 

  und enthält L : 0

1 3
5 2
2 1

u u tv t
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.   

 

Für E soll also gelten:   1
1 0

0
  oder  ,  mit  .

0
n n

n n v n u d
n v
⋅ =

= × ⋅ =
⋅ =

 

 

 ( )
0 1 0

2 4 2 8 0 0
0, ,2 5 9 : 1 9

3 2 1 3 2 1
2 2 2

n k k k k E u
k

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ ⇒ = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
Abstand : Punkt-Ebene 
        n      P 
 
               projn(u – u0) 
 

 3
0

:

,

E nu d

P E P

=

∈ ∈ Ñ
     P0 

        
        u0         u 
 
 

  0
0 02

( ) 1 1
proj ( ) ( )n

u u n
D u u n u u n u n d

n nn

− ⋅
= − = = − ⋅ = ⋅ −  

 

 z. B. 
2

(1, 4, 3), : 3 1
6

P E u
⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   
1 2

1 3
4 3 1

7 7
3 6

D
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

2.   Lineare Transformationen   T : Ñn → Ñm 
 
Def. Eine Abbildung  T : Ñn → Ñm  heißt lineare Transformation,  
 wenn sie     additiv           und     homogen    ist  
  d. h.  ( ) ( ) ( )T u v T u T v+ = +        ( ) ( )T cu cT u=  für alle u, v ∈ Ñn, c ∈ Ñ. 

 
NB Mit T(u) := Au, A ∈ Ñmxn ist wegen ( ) , ( )A u v Au Av A cu cAu+ = + =  jede Matrix als  
 lin. Transf. interpretierbar. 
 Andererseits lässt sich jede lin. Transf. durch eine Matrix beschreiben anhand vom 
 
Darstellungssatz IV.5 
 
Für eine lin. Transf. T : Ñn → Ñm  gilt: T(u) = Au mit ( )1: [ ]: ( ) ( )nA T T e T e= = " , d.h.,  

die Spalten der Standarddarstellungsmatrix A = [T]  sind die Bilder der Standardbasisvektoren 
e1 = (1, 0, …, 0), …, en = (0, …, 1) ∈ Ñn. 
 
Bew.:  

( )1 1 1 1 1( ) ( , , ) ( ) ( ) ( )n n n n nT u T u u T u e u e u T e u T e= = + + = + +… " " ( )1 1( ) ( ) ( )Tn nT e T e u u= " " Au=  

 
 

⋅ 
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1

2
( )

v
T u

v
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
cos( )

sin( )

u

u

⎛ ⎞ϕ + θ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ϕ + θ⎝ ⎠

 

  Additions-
theoreme

(cos cos sin sin )

(sin cos cos sin )

u

u

⎛ ⎞ϕ θ − ϕ θ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ϕ θ + ϕ θ⎝ ⎠

 

  1

2

coscos sin
sin cos sin

u u
D D u

uu ϕ ϕ

⎛ ⎞θϕ − ϕ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ϕ ϕ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

cos sin
[ ]

sin cos
D Tϕ

ϕ − ϕ⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟ϕ ϕ⎝ ⎠

 

Eine lin. Transf.  T : Ñn → Ñn  heißt linearer Operator auf Ñn. Wichtige lin. Operatoren auf Ñn sind 
Projektionen, Drehungen, Spiegelungen, Kompressionen und Expansionen. 

z. B. i) Projektion auf x,y-Ebene  3
1 1 2 2 3( ) , ( ) , ( ) 0T e e T e e T e= = = ∈ Ñ  

      ( )1 2 3

1 0 0
[ ] ( ) ( ) ( ) 0 1 0

0 0 0
T T e T e T e

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ii) Drehung im Ñ2  bzw. des Ñ2 um 0 : Mit ( )T u u=   erhält man 

 
 
         v2     
 
 
         u2    u 
           ϕ           
       
    v1     u1  

 
 
 
 
 
 
Eingebettet im Ñ3 bedeutet dies gerade die Drehung eines Punktes um die x3-Achse durch den 
Winkel ϕ. 
 
         x3  
 
    u          v = T(u) 
               
                                
               x2  
    
       x1    
 
 
NB Zur Drehung in der Ebene 
 
       T(u + v)             T(cu)     cu 
         T(u) 
 
 
    ϕ  v       u + v 
                 ϕ 
           θ   θ           T(u)      u 
  T(v) 
           u  
        0 
    T(u + v) = T(u) + T(v)           T(cu) = cT(u) 
 
T ist längen- und winkelerhaltend, d. h. ( )( )   und  ( , ) ( ), ( )T u u u v T u T v= θ = θ .  

 
NB Eine Drehung im Ñ3 bzgl. einer Achse durch 0 ∈ Ñ3 um einen Winkel ϕ lässt ebenfalls die  
 Länge von und Winkel zwischen den Vektoren unverändert, woraus auch hier die  
 Linearität folgt. Also lässt sich jede Drehung im Ñ3 durch eine 3x3-Matrix darstellen. 
 Dazu z. B.: Dan Kalman: The Axis of Rotation: Analysis, Algebra, Geometry;  
         Mathematics Magazine, Vol. 62, Nr. 4, Okt. 1989. 

θ 

cos sin 0
[ ] sin cos 0

0 0 1
T

ϕ − ϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟= ϕ ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ϕ 
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 iii) Spiegelung  z. B. an der x2,x3-Ebene 
       x3  
    T(u) 
     
            u  
       x2 

         x1 

 
 iv) Kontraktion (spezielle Kompression) Dilation (spezielle Expansion) 
    u         T(u) = ku 
                  [T] = k1 
    T(u) = ku       u 1 < k             
    0 ≤ k < 1 
 

Komposition (Hintereinanderausführen) von linearen Transformationen 
 

  ( )
 nach 

[ ] , [ ]

     ( ) ( ) : ( )( )

        ( ) ( )  ,  wegen Assoz. nach Satz I.5

n r m

S T

T S T A S B

u T u S T u S T u

u Au B Au BA u

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ = =

=

=

6 6 D
6 6

Ñ Ñ Ñ

 

       Also ist  [ ] [ ][ ]S T BA S T= =D  
 

Für 1 2 nT T T⎯⎯⎯→⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→"  hat man also 2 1 2 1[ ] [ ] [ ] [ ][ ]n nT T T T T T T= =D" D D " . 
   T    
 
    x2 

 
  T(u)           u  T : Spiegelung an x2-Achse 

z. B.             x1  
        S : Spiegelung an x1-Achse 
   (S  T)(u) = –u 
 

1 0 1 0 1 0
[ ] [ ][ ]

0 1 0 1 0 1
S T S T

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

D –1  S  T : Drehung um 180° 

 

NB Es gilt also  [T–1] = [T]–1 ,  da  1 1[ ] [ ][ ]T T T T− −= =1 D  

1 0 0
[ ] 0 1 0

0 0 1
T

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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V. Kapitel – Allgemeine Vektorräume 
 

1.   Vektorräume   
 
Die Rechenregeln aus Satz I.5, i) – iv) und vi)  – ix) für Matrizen und damit auch für die 
Addition und Skalarmultiplikation im Ñn (Kap. IV) werden nun als Axiome an den Anfang 
gesetzt zur 
 
Def. eines K-Vektorraums  V  bzw. eines Vektorraums  V  über  K 
 
Für eine Menge V ≠ ∅ und einen Körper K sei definiert eine 
 
 Addition       und eine  Skalarmultiplikation 

 
(u,v) u+v
V V V× →

6
 ,  

innere
Verknüpfung

   
( , )
K V V
k v kv
× →

6
 ,  

äußere
Verknüpfung

  . 

 
 
 
V heißt K-Vektorraum wenn gilt  

VR1 :  i) 
, ,

( ) ( )
u v w V

u v w u v w
∈

+ + = + +∧  ii) 
e V u V

u e u
∈ ∈

+ =∨ ∧  

 iii) 
u V v V

u v e
∈ ∈

+ =∧ ∨    iv) 
,u v V

u v v u
∈

+ = +∧ ; 

d. h., ( , )V +  ist eine (kommutative) abelsche Gruppe. 

 

VR2 : v) 
,

( ) ( )
k l K u V

kl u k lu
∈ ∈

=∧ ∧   vi) 
,

( )
k l K u V

k l u ku lu
∈ ∈

+ = +∧ ∧  

 vii) 
,

( )
k K u v V

k u v ku kv
∈ ∈

+ = +∧ ∧   viii) 1
u V

u u
∈

=∧  

 
NB i) Es gibt also zwei Additionen, nämlich in K und in V, und zwei Multiplikationen,  
  nämlich in K und auf V, die symbolisch aber nicht unterschieden werden. 
 
 ii) Der Nullvektor e ∈ V ist eindeutig wegen ' ' 'e e e e e e= + = + =  und wird mit  
  e = 0 bezeichnet, wie die Null aus K.  

Für jedes  u  ist der Vektor v mit u + v = 0 ebenfalls eindeutig wegen  
  ' ' 0 ' ( ) ( ' ) ( ') 0v v v u v v u v v u v v v= + = + + = + + = + + = + = , und wird mit v = –u  
  bezeichnet und negativer Vektor genannt; also  u + (–u) = 0 . 
 
Satz V.1 Für alle  k ∈ K, u ∈ V  eines  K-VR's   V  gilt: 
 
  i)   0u = 0 ii)   k0 = 0 iii)   (–1)u = –u iv)   ku = 0   ⇒   k = 0  oder  u = 0 
 
Bew.: z. B.  i)   0 (0 0) 0 0 0 0 ( 0 ) (0 0 ) ( 0 )u u u u u u u u u= + = + ⇒ = + − = + + −  

                       ( )0 0 ( 0 ) 0 0 0u u u u u= + + − = + =  

 
  iii)  ( )( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 0 0u u u u u u+ − = + − = + − = = ,  also ist –u = (–1)u wegen der  

        Eindeutigkeit des negativen Vektors   bzw. des zu  u  additiv inversen  
        Elements –u. 
 
Differenz zweier Vektoren u – v := u + (–v) 
 
Beispiele für K-Vektorräume 
 
i) V = Ñn ist Ñ-VR ,  der Prototyp (Kap. IV)  ii) V = m nK ×  ist K-VR   (Kap. I) 
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Aber: V = Ñ2  mit üblicher Addition und der äußeren Verknüpfung  ku = k(u1 u2) := (ku1, 0) 
 hat keine Vektorraumstruktur, denn für  u2 ≠ 0  ist  1 2 1 11 1( , ) (1 ,0) ( ,0)u u u u u u= = = ≠ . 
 
iii) Jede Ebene durch Null, d. h.  : 0E n u⋅ =  (Normalengleichung) im Ñ3 ist Ñ-VR  mit der  
 üblichen Addition und Skalarmultiplikation, denn es gilt  
 α) 0 0 0n E E⋅ = ⇒ ∈ ⇒ ≠ ∅    
 β) , 0, 0 ( ) 0 0 0u v E n u n v n u v n u n v u v E∈ ⇒ ⋅ = ⋅ = ⇒ ⋅ + = ⋅ + ⋅ = + = ⇒ + ∈  
 γ) , ( ) ( ) 0 0k u E n ku k n u k ku E∈ ∈ ⇒ ⋅ = ⋅ = = ⇒ ∈Ñ  
 Die Axiome VR1, VR2 sind erfüllt, denn … (Übung) 
 
iv) V = F(-∞, ∞) :=  Menge aller Funktionen  f : Ñ → Ñ  ist  Ñ-VR  mit punktweiser Definition 
 der Addition f + g : (f + g)(x) := f(x) + g(x)  und  

Skalarmultiplikation  kf : (kf)(x) := kf(x).  (Übung) 
 
Def. Ist K = Ñ, so wird  V  reeller Vektorraum genannt 
 
v) ( )V P M=  = Potenzmenge einer Menge M ,   { }0,1K =    (der kleinste Körper) 

 : ( ) \ ( )A B A B A B A B+ = Δ = ∪ ∩    symmetrische Differenz 
 mit 1 : , 0 :A A A= = ∅ . 
 
 VR1 i)   Assoz.    (Übung)   ii)   0 = ∅       iii)   –A = A        iv)   A B B AΔ = Δ  
 VR2 v)   …        vi)   (1 1) 0 1 1A A A A A A+ = = ∅ = + = +  
             (1 0) 1 0A A A+ = = +…  u. s. w.   
  vii)   0( ) 0 0A B A B+ = ∅ = ∅ + ∅ = +    u. s. w.        viii)   …  
 
2.   Unterräume 
 
Def. Eine Teilmenge W ⊆ V  eines K-Vektorraums V  heißt Unter(vektor)raum von V, wenn W 
 mit der "geerbten" Addition und Skalarmultiplikation selbst ein K-VR ist. 
 
Für den Nachweis der Unterraumeigenschaft einer nicht leeren Teilmenge W V⊆  reicht es aus, 
die Abgeschlossenheit der beiden geerbten Operationen bzgl. W zu zeigen, d. h. 
Satz V.2 Sei V ein K-VR; dann ist W V⊆  ein UVR von V, wenn gilt 

  α)   W ≠∅  β)   
,u v W

u v W
∈

+ ∈∧   γ)   
k K u W

ku W
∈ ∈

∈∧∧  

 
Bew.: Da die Vektorraum-Axiome i), iv) – viii) für alle u,v,w ∈ V  und alle k,l ∈ K gelten,  
 sind sie automatisch für alle u,v,w ∈ W  und alle k,l ∈ K erfüllt. 
 Mit einem u ∈ W, da W ≠ ∅, und k = 0 ist auch aufgrund von Satz V.1    0 ∈ W, 
 da  0 = 0u ∈ W, d. h. Axiom ii) erfüllt; ebenso Axiom iii), da mit k = –1 für alle u ∈ W 
 auch –u = (–1)u ∈ W  ist. 
 
z. B. i) { 0 }, Geraden und Ebenen im Ñ3 durch Null und Ñ3 selbst sind UVR von Ñ3.  

    W ⊆ Ñ2 

 Aber:  W W ist mit üblicher Addition und Skalarm. kein UVR von Ñ2. 
 
 

 ii) { }T n nA A A K ×= ∈  ist UVR von Kn x n, ebenso die Menge der unteren, der oberen  

  Dreiecksmatrizen und der Diagonalmatrizen aus Kn x n. 

 iii) 
0

( ) ,
n

i
n i i

i

P p p x a x a
=

⎧ ⎫⎪ ⎪= = ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ Ñ   ist UVR vom Ñ-VR { }( , ) ( , ),  stetigC f f F f−∞ ∞ = ∈ −∞ ∞  

  und ( , ) ist seinerseits auch  von ( , )C UVR F−∞ ∞ −∞ ∞ . 
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⇔ 

  Gleiches gilt auch, wenn der Definitionsbereich der Funktionen nicht ( , )−∞ ∞  ist, 

  sondern  z. B. Intervalle [a,b] ⊆ Ñ (s. Analysis). 
 
Satz V.3 Für A ∈ Km x n ist die Lösungsmenge Lös( | 0) A  des homog. LGS's  Ax = 0  

  ein UVR von Kn. 
 

Bew.:  α) 0 ∈ Lös(A|0)   
  β) , Lös( | 0) ( ) 0 0 0 Lös( | 0)x y A A x y Ax Ay x y A∈ ⇒ + = + = + = ⇒ + ∈  
  γ) , Lös( | 0) ( ) 0 0 Lös( | 0)k K x A A kx kAx k kx A∈ ∈ ⇒ = = = ⇒ ∈  
 

Zur Bezeichnungsweise: Bis auf Weiteres ist mit V immer ein K-Vektorraum gemeint. 
 
Def. Ein Vektor  u ∈ V  heißt Linearkombination der Vektoren v1, …, vr ∈ V, wenn es Skalare  
 k1, …, kr ∈ K  gibt mit  1 1     r ru k v k v= + +… . 
 

NB i)   u ist Linearkombination von 
k K

v u kv
∈

⇔ =∨ . 

 ii)   Jeder Vektor  u ∈ Kn  ist Lineark. der Einheitsvektoren  e1, …, en ∈ Kn, denn 
  1 1 1 1( , , ) ( ,0, ,0) (0, ,0, )n n n nu u u u u u e u e= = + + = + +… … " … … . 

 iii)  mu K∈  ist Lineark. von ( )
1 1

1 1, , m
n n

n m

x u
v v K v v

x u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∈ ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… " # #  ist lösbar. 

        LGS        A    x   =   u ,  A ∈ Km x n  
 

 iv) Jede Lineark. von Vektoren aus einem Unterraum W V⊆  liegt wieder in W. 
 
Def. Für 1{ , , }rS v v V= ⊆…  wird 1 1span( ) : { }r r iS k v k v k K= + + ∈" , d. h. die Menge aller  

 Linearkombinationen von Vektoren aus S, lineare Hülle von S benannt. 
 
Satz V.4  Für 1{ , , }rS v v V= ⊆…  gilt: 
 

i) span(S)   ist UVR von V 
 

  ii) span(S)   ist der kleinste UVR von V, der S enthält, d. h.,  
   W ist UVR von V und S ⊆ W   ⇒   span(S) ⊆ W. 
 

Bew.: i) α) 10 0 0 span( )rv v S= + + ∈"  

  β) 
1 1 1

, span( ) ( ) span( )
r r r

i i i i i i i
i i i

u w S u w k v l v k l v S
= = =

∈ ⇒ + = + = + ∈∑ ∑ ∑  

  γ) 
1 1

, span( ) ( ) span( )
r r

i i i i
i i

k K u S ku k k v kk v S
= =

∈ ∈ ⇒ = = ∈∑ ∑  

 ii) S ⊆ span(S), wegen 10 1 0i i rv v v v= + + + +" " ; wenn u ∈ span(S) ist,  

  so auch 
1

r

i i
i

u k v W
=

= ∈∑ , da nach Vor.  iv S W∈ ⊆  und  W  UVR ist. 

 
Def. 1{ , , }rS v v= … heißt Erzeugendensystem (EZS) des UVR's  W ⊆ V, wenn span(S) = W ist. 

z. B. i) 3
1 2 1 2{ , } mit 0  ist EZS einer Ebene   durch Null, S v v v v E= ⊆ × ≠Ñ  

3
1 2d. h.  span{ , } .v v E= ⊆ Ñ  

 ii) span{1, , , } ( , )n
nx x P F= ⊆ −∞ ∞…  

Wann verschiedene Systeme (Mengen) S, S ' von Vektoren denselben Vektorraum erzeugen, besagt 
Satz V.5   span( ) span( ') span( ')  und  ' span( )S S S S S S= ⇔ ⊆ ⊆ ,  
 

 d. h.  S und S'  spannen  Jeder Vektor aus S ist Linearkombination von Vektoren 
  denselben UVR auf  aus S', und jeder …  
Bew. Übung  
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3.   Lineare Unabhängigkeit 
 
Def. Die Vektoren 1, , rv v V∈…  heißen bzw. das System 1{ , , }rS v v V= ⊆…  heißt linear  

 unabhängig, wenn die Gleichung  1 1 0r rk v k v+ + ="  nur die triviale Lösung  
      1 0rk k= = ="  hat, andernfalls linear abhängig. 
 
NB 1{ , , }rv v…  ist linear abhängig   ⇔   Es existieren 1, , rk k K∈… , die nicht alle Null sind, 

 bzw. es existiert 0 ≠ 1( , , ) r
rk k K∈… , mit 

1

0
r

i i
i

k v
=

=∑ . 

z. B. i) 

1 0 0
0 1 0

, , ,

0 0 1

n

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⊆⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

"
# # #

Ð  ist lin. unabh., denn 

1

2
1 2

01 0 0 0
00 1 0 0

00 0 1 0

n

n

k
k

k k k

k

=⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + = ⇒
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

=⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
## # # #

. 

 ii) lin. unabh. ist 2
1 2 1 2{ , }   mit  det( ) 0v v v v⊆ ≠Ñ , ebenso 3

1 2 3{ , , }v v v ⊆ Ð  
mit 1 2 3det( ) 0v v v ≠ , denn man hat mit 

1 1 1 1( ) , ( , , ) : 0 0n n n
n n n nA v v K k k k K k v k v Ak×= ∈ = ∈ + + = ⇔ =" … … . 

 iii) {1, , , }n
nx x P⊆…  ist lin. unabh., denn die Gleichung  

  0 1( ) 0n
n np x a a x a x P= + + + = ∈"   besagt, dass das Polynom  p(x)  mehr als  

  n verschiedene Nullstellen hat, nämlich alle x ∈ Ñ, was nach dem Fundamental- 
  satz der Algebra nur für das Nullpolynom sein kann; also ist  0 1 0na a a= = = =" . 
 
Ein Kriterium für lin. Unabhängigkeit liefert  

Satz V.6 Für 1{ , , }   mit 2 gilt:   lin. abh.  span( \ { })
i

r i iv S
S v v V r S v S v

∈
= ⊆ ≥ ⇔ ∈∨…  

        bzw.    S lin. unabh.    ⇔   kein Vektor aus S lässt  
                      sich als Lineark. der  
                   anderen aus S darstellen. 
 
Bew.: "⇒"  Da es nach Def. ein k = (k1, …, kr) ≠ 0 gibt mit 1 1 0r rk v k v+ + =… , kann nach  

 einem vi ∈ S aufgelöst werden, sodass 1
1 span( \ { })r

i r i
i i

k k
v v v S v

k k
= − − − ∈…  ist. 

 "⇐"  Aus 
1

span( \ { })
r

i j j i
j
j i

v k v S v
=
≠

= ∈∑ erhält man eine nichttriviale Linearkombination  

 des Nullvektors, nämlich 1 1 ( 1) 0i r rk v v k v+ + − + + =… … . 
 

NB i) {0} ist linear abhängig ii) 0 S S∈ ⇒ ist linear abhängig 

iii) v1,v2 linear abhängig   ⇔   1 2 2 1  oder  
k K

v kv v kv
∈

= =∨  

 iv) 
1 1 7

, ,
2 1 7
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 sind lin. abh., aber 
1 1 7

span ,
2 1 7

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪∉ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

, d. h., nicht jeder Vektor 

  einer lin. abh. Menge muss Linearkombination der anderen sein. 

 v) Für r > n ist 1, , n
rv v K∈… linear abhängig, da das homog. LGS 1 1 0r rk v k v+ + =…  

  mehr Variablen ki ∈ K als Gleichungen hat und somit nach Satz I.3 eine  
  nichttriviale Lösung  k = (k1, …, kr) ≠ 0  besitzt. 
 vi) Eine Anwendung der linearen Unabhängigkeit ist der Koeffizientenvergleich,  
  z. B. im Ñ-VR  Pn mit S = {1,x, …, xn} 
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1 2 2

2 2 2

( ) ( ) 0

'( ) '( ) 0

k f x k f x

k f x k f x

+ =

+ =
 

Die Wronski-Determinante 
 
Angenommen, 1 2, ( , )f f F∈ −∞ ∞  sind differenzierbar und linear abhängig, dann existiert  

 0 ≠ (k1, k2) ∈ Ñ2  mit      für alle x ∈ Ñ, 

 und daher auch      für alle x ∈ Ñ, 

und für alle x ∈ Ñ ist dann k1, k2 eine nichttriv. Lösung des homog. LGS's. Nach Satz I.12, II.7 

ist also die Determinante der Koeffizientenmatrix 1 2

1 2

( ) ( )
( ) : 0

'( ) '( )
f x f x

W x
f x f x

= =    für alle  x ∈ Ñ. 

Umgekehrt folgt also aus   ( ) 0
x

W x
∈

≠∨
Ñ

   die lin. Unabhängigkeit von f1, f2 , 

z. B. 1 2
sin

( ) , ( ) sin ; ( ) cos sin 0
1 cos
x x

f x x f x x W x x x x
x

= = = = − ≠ , für z. B.  x = π . 

Mit denselben Argumenten erhält man allgemein den  
 
Satz V.7 Unter den notwendigen Voraussetzungen gilt: 

  
1

1
( 1) ( 1)

1

( ) ( )
( ) 0 , ,   lin. unabh.

( ) ( )

n

nx
n n

n

f x f x
W x f f

f x f x
∈

− −

= ≠ ⇒∨ "
# # …

"
Ñ

 

           Wronski-Determinante 
 
4.   Basis, Dimension 
 
Auch mit schiefwinkligen Koordinatensystemen lässt sich jeder Punkt z. B. einer Ebene eindeutig 
darstellen. 
     v2          u  u = k1v1 + k2v2 
          v1 
       v1, v2  lin. unabh. 
 
Das führt allgemein zur 
 
Def. 1{ , , }nS v v V= ⊆…  heißt Basis von V, wenn gilt: i)   S ist lin. unabh.   ii)   span(S) = V ,  

 d. h., wenn S ein linear unabhängiges Erzeugendensystem (EZS) von V ist. 
 
Satz V.8 Ist 1{ , , }nS v v V= ⊆…  eine Basis von V, so lässt sich jeder Vektor u ∈ V  

  eindeutig darstellen als  u = k1v1 + μ + knvn 
1

,
n

i i i
i

k v k K
=

= ∈∑ . 

 
Bew.: Die Existenz einer Darstellung garantiert  V = span(S), und die Eindeutigkeit ist gezeigt 

 mit :  1 1 1 1
1 1 1

, 0 ( )
n n n

n n n n i i i i i i i
i i i

u k v k v u l v l v u u k v l v k l v
= = =

= + + = + + ⇒ = − = − = −∑ ∑ ∑" "  

            0 ,  also  i i i ik l k l⇒ − = =  für alle 1 ≤ i ≤ n. 
     v1, …, vn  lin. unabh. 
 
Lemma V.9  Für { }1, , nS v v= … ,  { }1' , , mS w w V= ⊆…  gilt: 

span(S) = V  und  #(S) < #(S')   ⇒   S' linear abhängig, 
   d. h., mehr Vektoren, als irgendein EZS hat, sind linear abhängig. 
Bew.: Wegen  span(S) = V  lassen sich die  wj ∈ S '  darstellen als 

1 1
1 1 1

, . . ., , . . .,
n n n

i i j ij i m im i
i i i

w c v w c v w c v
= = =

= = =∑ ∑ ∑  
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Nun ist für die lin. Abhängigkeit von  S '  die Existenz einer nichttrivialen Lösung  

1( , , ) 0mk k ≠…  für die Gleichung ⊗ 1 1
1

0
m

j j m m
j

k w k w k w
=

= + + =∑ "   nachzuweisen.  

Dazu wird folgendes homogene LGS betrachtet: 
 

11 1 1

1
1 1

0
   d. h.  0

0

m m m

ij j
j

n nm m

c k c k
c k

c k c k =

+ + =
⊗ ⊗ =

+ + =
∑

"
# #

"
  für 1 ≤ i ≤ n 

 

Da nach Voraussetzung  m > n  ist, hat das homog. LGS mehr Unbekannte als Gleichungen und 
folglich nach Satz I.3 eine nichttriviale Lösung 1( , , ) 0mk k ≠… . Dieses m-Tupel ist auch eine 

nichttriviale Lösung der obigen Gleichung ⊗, denn  

1 1 1 1 1 1 1 1 1

m m n m n n m n m

j j j ij i ij j i ij j i ij j i
j j i j i i j i j

k w k c v c k v c k v c k v
= = = = = = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
1

0 0
n

i
i

v
=

= =
⊗⊗∑    � 

 
 
Theorem V.10 Für eine Basis { }1, , nS v v= … ⊆ V und eine Teilmenge { }1' , , mS w w V= ⊆… gilt: 
 

i) #(S) < #(S')   ⇒   S' ist linear abhängig   bzw.   S' ist lin. unabh. ⇒   #(S') ≤ #(S), 
  d. h., eine Basis ist eine "maximale" lin. unabhängige Teilmenge von V, bzw. jede linear  
 unabhängige Teilmenge von V enthält höchstens so viele Elemente wie eine Basis von V. 
 

ii) span(S ') = V   ⇒   #(S) ≤ #(S')   bzw.   #(S') < #(S)   ⇒   span(S') ⊂ V, 
 d. h., eine Basis ist ein "minimales" Erzeugendensystem von V, bzw. eine Teilmenge  
 von V mit weniger Vektoren als in einer Basis enthalten sind, spannt nicht den ganzen 
 Vektorraum V auf. 
 

Bew.: i) Folgt aus Lemma V.9, da für eine Basis definitionsgemäß span(S) = V ist. 
 ii) Angenommen #(S) > #(S'), dann wäre mit der Voraussetzung span(S') = V  
   nach Lemma V.9  das System S linear abhängig, also keine Basis. Widerspruch! 
 
Korollar V.11 
 

Sind { }1, , nS v v= …  und  { }1' , , mS w w= …  Basen von V, so ist n = #(S) = #(S') = m;      

d. h., alle endlichen Basen eines Vektorraums haben dieselbe Anzahl von Vektoren. 
 

Bew.: Aus Theorem V.10 folgt nach i) #(S') ≤ #(S), da S' linear unabhängig ist, und nach ii),  
 #(S) ≤ #(S'), da span(S') = V ist, also die Gleichheit der Anzahlen. 
 

Def. S = {v1, …, vn} sei Basis von V ≠ {0}. Die Dimension von V ist definiert als  
dim(V) := #(S) = n. 

 Für V = {0} wird als Basis S = ∅ gesetzt mit dim({0}) := #(∅) = 0.  
 Ein Vektorraum mit endlicher Basis, d. h. dim(V) ∈ ô0 = {0,1,2,…}, heißt   
 endlichdimensional. 
 
NB i) dim(Kn)= n  mit Standardbasis {e1, …, en} ⊆ Kn  

 ii) dim(Km x n)= m ⋅ n  mit Standardbasis { }1 , 1 m n
ijE i m j n K ×≤ ≤ ≤ ≤ ⊆ ,  

  wobei in der Matrix  Eij  an der Stelle i, j  eine 1 steht und sonst nur Nullen. 
 iii) dim(Pn)= n + 1  mit Standardbasis  {1, x, …, xn} ⊆ Pn  
 iv) ( , ), ( , )F C−∞ ∞ −∞ ∞  sind nicht endlichdimensional, d. h. sie sind unendlich- 

  dimensional, da es für jedes  n ∈ ô    n + 1 linear unabhängige Vektoren gibt, 
  nämlich 1, x, x2, …, xn ∈ ( , ) ( , )C F−∞ ∞ ⊆ −∞ ∞ . 
Def. Bzgl. einer Basis S = {v1, …, vn} ⊆ V  heißen die ik  aus der eindeutigen Linearkombination 

 u = k1v1 + μ + knvn  Koordinaten von u und ( )Su  := (k1 , μ, kn) ∈ Kn heißt 

Koordinatenvektor von u  bzgl. der Basis S.  
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 Also: 
1

1 1 1( ) ( , , ) n
S n n n

n

k
u k k K u k v k v V

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ∈ ⇔ = + + ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

… # … . 

z. B. i) 
1 2 3
2 , 9 , 3
1 0 4

S

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

 ist Basis von Ñ3, denn  
1 2 3

det 2 9 3 1
1 0 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟ = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, und für 

  
5 1 2 3 1

1 2 ( 1) 9 2 3   ist  ( ) 1
9 1 0 4 2

Su u
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = + − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 der Koordinatenvektor bzgl. S . 

 

 ii) ( ) 1
0 1 0 1{1, , }, , ( ) ( )n n T n

n S n S nS x x p P p a a x a x a a a += ∈ = + + + = ∈… " " Ñ  

 
Satz V.12 (Plus/Minus-Theorem)  Für S = {v1, …, vr} ⊆ V  gilt: 
 
 i) S  lin. unabh.,  u ∉ span(S)   ⇒   S ∪ {u} lin. unabh. 
 ii) vi ∈ S ,   vi ∈ span(S \ {vi})   ⇒   span(S) = span(S \ {vi}) 
Bew.: i) Sei  k1v1 + μ + krvr + ku = 0. Da  u ∉ span(S)  ist, muss k = 0 sein, denn sonst  
  wäre die Gleichung nach  u  auflösbar; daher wird  k1v1 + μ + krvr = 0 werden.  

Wegen der lin. Unabh. von S  ist dann auch k1 = μ = kr = 0. 
 ii) span(S \ {vi}) ⊆ span(S), wegen  
  μ + ki-1 vi-1 + μ ki+1 vi+1 + μ = μ + ki-1 vi-1 + 0vi + ki+1 vi+1 + μ 
  Zum Nachweis von "⊇" sei  u ∈ span(S),  d. h.  u = k1v1 + μ + krvr .   
  Nun wird zunächst  vi = v1 angenommen. Nach Vor. ist 1 2 2 r rv l v l v= + +"   
  und damit 1 2 2 2 2 1( ) span( \ { })r r r ru k l v l v k v k v S v= + + + + + ∈" " . 
  Die Gültigkeit einer analogen Argumentation für i = 2, …, r  ist offensichtlich. 
 

Die Basiseigenschaft einer dim(V) = n-elementigen Teilmenge  S ⊆ V  folgt schon entweder aus der 
linearen Unabhängigkeit von  S  oder aus  span(S) = V  aufgrund von 
Satz V.13 Für 1{ , , }nS v v V= ⊆…  mit dim(V) = n ≥ 2 gilt: 

  i)   S ist Basis von V   ⇔   ii)   S ist lin. unabh.   ⇔   iii)   span(S) = V 
 

Bew.: i)   ⇒  ii):  trivial 
 ii)  ⇒  iii): Sei S lin. unabh.  

     Wäre span(S) ≠ V, gäbe es ein  u ∈ V  mit  u ∉ span(S) ⊂ V, und nach  
       Satz V.12.i) würde dann S ∪ {u} linear unabhängig sein mit  #(S ∪ {u}) = n + 1.  
       Das kann aber nicht sein, denn nach Theorem V.10.i) sind in  V   
       höchstens  dim(V) = n Vektoren linear unabhängig. 
 iii)  ⇒  i): Sei spanS = V. 
      Wäre S lin. abh., gäbe es ein vi ∈ S mit vi ∈ span(S \ {vi}) nach Satz V.6, und nach 
      Satz V.12.ii) würde dann span(S \ {vi}) = span(S) = V sein mit  #(S \ {vi}) = n – 1.  
      Das kann aber nicht sein, denn nach Theorem V.10.ii) enthält ein EZS von V   
      mindestens dim(V) = n Vektoren. 
  Der Satz gilt auch für  n = 1  wegen  { }"   linear unabhängig      0"v v⇔ ≠  (Übung) 

NB Für V = Kn  ist ii) und iii) jeweils gleichbedeutend mit 1det( ) 0nv v ≠" .  
 Siehe dazu Satz I.15, Lemma II.7. 
 
Satz V.14 Für 1{ , , }rS v v V= ⊆…  mit dim(V) = n gilt: 

 i) span(S) = V  und  r > n ⇒   
'

'
S S

S
⊂
∨  ist Basis von V, 

 ii) S lin. unabh.  und  r < n ⇒   
'

'
S S

S
⊂
∨  ist Basis von V, 

d. h.  i)   Jedes EZS von V, das keine Basis von V ist, kann durch geeignete Auswahl zu  
      einer Basis von V  "verkleinert" werden. 
 ii)  Jede lin. unabh. Teilmenge von V, die keine Basis von V ist, kann durch geeignete  
      Ergänzung zu einer Basis von V  "vergrößert" werden. 
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Bew.: Wegen dim(V) = n  sind  i)   aus  S   r – n Vektoren auszusondern 
       bzw. ii)     in  S   n – r Vektoren einzufügen. 
i)   Nach Theorem V.10.i) ist  S  lin. abh., und daher lässt sich nach Satz V.6, Satz V.12.ii)  
     aus S  ein vi  entfernen, sodass V = span(S) = span(S \ {vi}) ist. Das Verfahren wird  
     nun (r – n)-mal angewendet und nach Satz V.13 bilden die verbleibenden n Vektoren eine  
     Basis. 
ii)  Ebenso garantieren Theorem V.10.ii), Satz V.12.i) und Satz V.13 ein theoretisches schrittweises  
     Ergänzungsverfahren. 
 
Satz V.15 Ist W ein UVR von V mit dim(V)  ≥ 1, so gilt: 

  i) dim(W) ≤ dim(V)  ii) dim(W) = dim(V)   ⇒   W = V 
Bew.: i)   Da W auch endlichdim. ist (Übung?), enthält W  eine linear unabhängige 
      Teilmenge S mit dim(W) = #(S) Vektoren, für die nach Theorem V.10.i) #(S) ≤ dim(V) ist. 
 ii)   Eine Basis S von W, also W = span(S), S lin. unabh. und dim(W) = #(S),  
       ist auch Basis von V aufgrund der Vor. #(S) = dim(V) und Satz V.13.  
       Also  W = span(S) = V. 

NB Der Satz gilt trivialerweise auch für dim(V) = 0. 

 
5.   Zeilen-, Spalten-, Nullraum 
 
Zur ausführlichen Untersuchung von Matrizen und linearen Gleichungssystemen (LGS) werden 
die folgenden, jeder Matrix anhaftenden endlichdim. Vektorräume betrachtet.  
 

Def. ( )
11 1 1

1

1

Für   ,
n

m n
n

m mn m

a a r
A K A c c

a a r

×
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∈ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…
# # # "

"
 

 

1

1

heißt        span{ , , } :  Zeilenraum( )

              span{ , , } :  Spaltenraum( )

        Lös( | 0) { 0} :  Nullraum( ) .

n
m

m
n

n

r r A K

c c A K

A u Au A K

= ⊆

= ⊆

= = = ⊆

…

…  

 
NB Wegen Zeilenr(A) = Spaltenr(AT),  Zeilenr(AT) = Spaltenr(A) erhält man  

 die vier fundamentalen Untervektorräume bzgl. einer Matrix m nA K ×∈ : 
 

  Zeilenr(A), Nullr(A) ⊆ Kn ;  Spaltenr(A), Nullr(AT) ⊆ Km 
 
Die Struktur der allgemeinen Lösung eines inhomogenen LGS klärt 
Satz V.16 Sei  u0 ∈ Lös(A|b)  und  S = {v1 , …, vr}  eine Basis des Nullr(A). Dann gilt: 

   
1

0 0, , spani) ii)
1

Lös( | ) ;
r

r

i ik k K v S
i

u A b u u k v u u v
∈ ∈

=

∈ ⇔ = + ⇔ = +∑∨ ∨
…

  

  kurz    Lös(A|b) = u0 + Lös(A|0) ,  
 

d. h.,  die allgemeine Lösung von Ax = b  ist die Summe aus einer partikulären Lösung u0 von Ax = b  
 und der allgemeinen Lösung von Ax = 0. 
 
Bew.: i)   "⇒"  Wegen 0 0( ) 0A u u Au Au b b− = − = − =   ist  0 Lös( | 0) span( )u u A S− ∈ = ;  
      und damit ist 0 1 1 r ru u k v k v− = + +"  für ,i ik K v S∈ ∈ . 

      "⇐"  0 0
1 1 1

( ) 0
r r r

i i i i i
i i i

A u k v Au k A v b k b
= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ = + = + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

 ii)   Klar nach Definition von span(S) . 
 
Zur Invarianz gegenüber elementaren Zeilenumformungen geben die nächsten zwei Sätze 
Auskunft. 
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Satz V.17  

Durch elem. Z-Umf. in 
1

m n

m

r
A K

r

×
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#  ändert sich der  i) Nullr(A) und  ii) Zeilenr(A) nicht. 

Bew.: i)   Mit Satz I.1,   d. h.      ii) Anwendung von Satz V.5   auf 

      Lös(A|0) = Lös(A'|0).  Typ IZ 
1 1

1 1

{ , , , , } span{ , , , , }

{ , , , , } span{ , , , , }
i m i m

i m i m

r r r r kr r

r kr r r r r

⊆

⊆

… … … …
… … … …

 

                 mit k ≠ 0 
      Typ IIZ, IIIZ :   analog 
 
Aber  i. Allg. ändern elem. Z-Umf. den Spaltenr(A),  

z. B. 
1 4 1 4

'
2 8 0 0

A A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ↔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  
1 1

Spaltenr( ) span span Spaltenr( ')
2 0

A A
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪= ≠ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

. 

 
Jedoch  bleibt die lin. Ab- bzw. Unabhängigkeit korrespondierender Spalten nach elem. Z-Umf.  
   erhalten. 
 
 

Satz V.18 Seien A,A' ∈ m nK ×   mit  1 1elem. Z-Umf.
( ) ' ( ' ')n nc c A A c c= ←⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ =" " . 

  Für eine Teilmenge 1 1{ , , } { , , }r r nS w w c c S= ⊆ =… …  und ihrer  
  korrespondierenden 1 1' { ', , '} { ', , '} 'r r nS w w c c S= ⊆ =… …  gilt 

 i) Sr ist lin. unabh.   ⇔   Sr' ist lin. unabh. 
 ii) Sr ist Basis vom Spaltenr(A)   ⇔   Sr' ist Basis vom Spaltenr(A').    
 

Bew.: Aus  Sr , Sr'  werden die Matrizen 1 1( ), ' ( ' ') m r
r r r rA w w A w w K ×= = ∈" "  gebildet. 

 i)   {0} = Lös(Ar|0)   ⇔   Lös(Ar'|0)  = {0}  nach Satz I.1. 
 
 ii)   "⇒":  noch zu zeigen: span(Sr) = span(S)   ⇒   span(Sr') = span(S') : 

  α)   span(Sr') ⊆ span(S') ,  wegen  Sr' ⊆ S' ; 

  β)   "⊇" : Zunächst gilt offensichtlich allgemein für 1 1( ), { , , }n nA c c S c c= =" …  

        b ∈ span(S)      ⇔        Ax = b  ist lösbar,  
         wenn man b = x1c1 + μ + xncn  = Ax    betrachtet. 
 

         Sei also b' ∈ span(S') , dann ist A'x = b' lösbar, also auch Ax = b nach  
   Satz I.1. Dann ist b ∈ span(S) = span(Sr) nach Vor. und daher Arx = b lösbar,  
   und nach Satz I.1 ebenfalls Ar'x = b'. Also ist schließlich b' ∈ span(Sr').   � 
       "⇐":  analog 
 
NB Insbesondere bleibt nach elem. Z-Umf. die Dimension des Spaltenraumes unverändert. 
 

Satz V.19 Sei  R ∈ m nK ×   eine Matrix in Zeilenstufenform mit führenden Einsen.  
 

 Dann bildet die Menge 
 
 i) der von Null verschiedenen Zeilenvektoren, d. h. diejenigen mit einer führenden  
  Eins, eine Basis des Zeilenr(R), 
 
 ii) der Spaltenvektoren mit einer führenden Eins eine Basis des Spaltenr(R). 
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Bew.: … 
 
z. B. i)   Bestimmung einer Basis  

     und der Dimension des α) Zeilen-, β) Spalten- und γ) Nullraumes von 
 

 ( )
1

2
1 2 3 4 5 6

3

4

1 3 4 2 5 4
und des )

2 6 9 1 8 2
Nullraumes

2 6 9 1 9 7
von .1 3 4 2 5 4

T

r
r

A c c c c c c
r

Ar

− − ⎛ ⎞⎛ ⎞
δ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜ ⎟= = =⎜ ⎟⎜ ⎟− −

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 

Lösung:   R = ( )
1

2
1 2 3 4 5 6

3

4

1 3 4 2 5 4
0 0 1 3 2 6
0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 0

r
r

A c c c c c c
r
r

′− − ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ′− − ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ′
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

α) Die Vektoren  

( )
( )
( )

1

2

3

1 3 4 2 5 4

0 0 1 3 2 6          bilden eine Basis von Zeilenr( ).

0 0 0 0 1 5          3 dim  Zeilenr( ) dim  Zeilenr( )

r

r A

r A A

′ = − −

′ = − −

′ ′= =− =

  

                 Satz V.17 

β) Die Vektoren  1 3 5

1 4 5
bilden eine Basis von  Spaltenr( ).

0 1 2
, ,       3 dim  Spaltenr( ) dim  Spaltenraum( )

0 0 1
                        Satz V.18

0 0 0

A
c c c A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′= = = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

   Die entsprechenden Spalten von A 
 

  1 3 5

1 4 5
2 9 8

, ,
2 9 9
1 4 5

c c c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   bilden nach Satz V.18 eine Basis von Spaltenr( ).A  

 
γ) Aus A′  folgt  6 5 4 3 2 1, 5 , , 3 4 , , 3 14 37x r x r x s x s r x t x t s r= = − = = − − = = + + . 
 

1

2

3

4

5

6

3 14 37

3 4

5

x t s r
x t
x s r
x s
x r
x r

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 2 3

1 2 3

3 14 37
1 0 0
0 3 4
0 1 0
0 0 5

{ , , } ist Basis von Nullr( ' ) Nullr( ).
0 0 1

t s r tv sv rv

v v v A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −

= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

           3 dim  Nullr( ) dim  Nullr( )A A′= =  
δ) Übung 
 
ii) α) Bestimmung einer Teilmenge S ⊆ {v1, v2, …, v5} mit 
 

1 2 3 4 5(1, 2, 0, 3) , (2, 5, 3, 6) , (0, 1, 3, 0) , (2, 1, 4, 7) , (5, 8, 1, 2) ,v v v v v= − = − − = = − − = −
 

  sodass S eine Basis von span{v1, v2, v3, v4, v5} ist. 
 
 β) Darstellung der verbleibenden Vektoren aus S als Linearkombination der Basisvektoren. 
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Lösung α): Wir betrachten die Matrix A  mit den Spaltenvektoren v1, v2, …, v5  , d. h.  
 

1 2 0 2 5
2 5 1 1 8
0 3 3 4 1
3 6 0 7 2

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

 , und bestimmen eine Basis ihres Spaltenraumes. Als red. ZStF ergibt sich 

         ↑    ↑    ↑    ↑   ↑  
        v1    v2    v3    v4    v5 
 

1 0 2 0 1
0 1 1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟′ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 mit den Spaltenvektoren  w1, w2, …, w5 .  

         ↑     ↑    ↑    ↑   ↑  
         w1    w2   w3   w4  w5 
 
{w1, w2, w4}  ist eine Basis des Spaltenraumes von A′ , und die entsprechenden Vektoren 
{v1, v2, v4} bilden dann die gesuchte Basis der linearen Hülle von  v1, v2, …, v5 . 
 
β): Wir schreiben zunächst  w3  und  w5  als Linearkombination von  w1, w2 und  w4 , d. h.   
 

 3 1 22w w w= −   5 1 2 4w w w w= + +  , woraus sich sofort die gewünschte Darstellung 
 3 1 22v v v= −   5 1 2 4v v v v= + +   ergibt, da Nullr(A) = Nullr(A') ist.  
 
6.   Rang und Defekt 
 
Die Zeilenstufenform R einer Matrix A liefert 
 

 dim(Zeilenr(A)) = dim(Zeilenr(R)) = dim(Spaltenr(R)) = dim(Spaltenr(A)) 
        Satz V.17.ii)    Satz V.19            Satz V.18.NB) 
und damit den 

Satz V.20 Für A ∈ m nK ×   ist    dim(Zeilenr(A)) = dim(Spaltenr(A)) 
 

Def. Der Rang und Defekt einer Matrix A ist definiert durch  
 
 i) rang(A) := dim(Spaltenr(A))   [= dim(Zeilenr(A))] 

 ii) def(A) := dim(Nullr(A)) 
 
NB i) rang(A) = rang(AT)  wegen Spaltenr(A) = Zeilenr(AT). 

 ii) Für die Zeilenstufenf. R einer Matrix A ist rang(R) = rang(A)  und  def(R) = def(A). 

 iii) rang(A) ≤ min{m, n} = die kleinere der beiden Zahlen m, n. 

 iv) Da Nullr(A) = {c1v1 + μ + cdvd | ci ∈ K} für eine Basis {v1, …, vd}, 
  ist def(A) = d = Anzahl der freien Parameter ci in Lös(A|0). 

 v) Für ein lösbares LGS  Ax = b  ist def(A) = Anzahl der freien Parameter in  
  Lös(A|b) aufgrund der Darstellung   u = u0 + c1v1 + μ + cdvd  für u ∈ Lös(A|b)  
  gemäß Satz V.16. 
 
Damit erhält man den 

Satz V.21 (Dimensionsformel) Für A ∈ m nK ×   ist    rang(A) + def(A) = n 
 
Bew.: In der Zeilenstufenform  (R | 0) des homog. LGS's Ax = 0 zerfallen die n Variablen x1, …, xn  

in  r führende Var.   d = n – r freie Var. 
        +          = n Var. 
          bzw.  r  führende Einsen    bzw.   d = n – r freie Parameter 

NB Für A ∈ m nK ×   mit rang(A) = r  ist def(A) = n – r  und def(AT) = m – r. 
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Satz V.22 (Konsistenzsatz) Für A ∈ m nK ×   sind äquivalent 
 

 i)   Ax = b  ist lösbar. ii)   b ∈ Spaltenr(A)  iii)   rang(A) = rang(A|b) ,  
 

    wobei A|b die erweiterte Matrix bezeichnet. 
 
Bew.: i)    ⇔   ii)   siehe Bew. ii)β  zu Satz V.18. 

 ii)   ⇒  iii)  Nach Satz V.12.ii) folgt aus  b ∈ Spaltenr(A),  
dass Spaltenr(A|b)  =  Spaltenr(A)  ist, und daraus die Behauptung. 

 iii)  ⇒   ii)  rang(A|b) = rang(A)   ⇒   b ∈ Spaltenr(A|b)    =    Spaltenr(A). 
                  Satz V.15.ii) 
 

NB Betrachtet man die Zeilenstufenf.  R von A  und  R'|b'  der erweiterten Matrix A|b , so 
 besagt Satz V.22:   

Ax = b  ist unlösbar   ⇔   R hat mehr Nullzeilen als  R'|b' . 
 

Satz V.23 Für A ∈ m nK ×   sind äquivalent 

 i)   
mb K

Ax b
∈

=∧  ist lösbar  ii)   Spaltenr(A) = Km iii)   rang(A) = m 

Bew.: i)   ⇔   ii) Mit Satz V.22  ii)   ⇒   iii) offensichtlich 
 

 iii)  =  ii) dim(Spaltenr(A)) = m = dim(Km)  
Satz V.15.ii)

⇒    Spaltenr(A) = Km  
 

Def. Ein LGS  Ax = b ,  A ∈ m nK ×   mit m > n heißt überbestimmt, und mit m < n  unterbestimmt. 
 

NB i)   Ein überbestimmtes LGS  Ax = b  ist nicht für alle  b lösbar, denn sonst wäre nach  
      Satz V.23  m > n ≥ rang(A) = m. Es lässt sich aber immer ein Kriterium für die  
      Lösbarkeit angeben, das analog zum folgenden Beispiel ausgedrückt werden kann. 
 

z. B. Ax = b   ↔ 

1 1 11 1 1

2 2 1 2 1

3 3 1 3 2 1

4 4 1 4 2 1

5

1

5 1 5 2 1

0 0
0

1 3 1 3 1 3
1 2 0 1 0 1
1 1 0 4 0 0 4 3
1 4 0 1 0 0 2
1 5 0 8 0 0 7

0

8
0

b b b
b b b b b
b b b b b b
b b b b b b
b b b b b

b b b
b

b

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟↔ ↔− − +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

⎠ ⎝

− − −

   

 

 Ax = b  lösbar   ⇔   

1

2

3

4

5

1 0
0 1

3 4 3 4
2 2 1
7 8 7

0

0
8

0b r
b s

r sb r s
b r s
b r s

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = +− + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

⎠

−

⎝

−

, für  r, s ∈ K. 

 

 ii)  Ein lösbares unterbestimmtes LGS hat mindestens einen freien Parameter, 
      da def( ) rang( ) 1A n A n m= − ≥ − ≥ .  Vgl. dazu Satz I.3 . 
 

Satz V.24 Für A ∈ m nK ×   sind äquivalent 

 i)   Ax = 0  hat nur die triviale Lösung, d. h. Lös(A|0) = {0} . 

 ii)  Die Spalten von  A  sind linear unabhängig. 

 iii)  Ax = b  hat für jedes  b ∈ Km  höchstens eine Lösung, d. h. ( )# Lös( | ) 1
mb K

A b
∈

≤∧ . 

Betrachtet man die lin. Transf. : , ( )n m
A AT K K T x Ax→ = , so besagt  i)   ⇔   iii): 

 

Kern  :  Nullr( )  {0}         ist injektivA AT A T= = ⇔ . 
 

Bew.: i)   ⇔   ii) s. Definition der lin. Unabhängigkeit 
i)   ⇒   iii) :  1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

Vor.
, Lös( | ) 0 ( ) 0x x A b b b Ax Ax A x x x x x x∈ ⇒ = − = − = − ⇒ − = ⇒ =  

iii)  ⇒   i)  : ( )# Lös( | ) 1
mb K

A b
∈

≤∧   ( )# Lös( | 0) 1 Lös( | 0) {0}A A⇒ ≤ ⇒ =  
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Zur Wiederholung und Zusammenfassung von Kapitel  I bis V : 
 
Theorem LA1 
 
 

Für  A ∈ Kn x n  und  TA : Kn   →   Kn mit TA(x) = Ax sind folgende Aussagen äquivalent: 
 

1) A ist invertierbar. 

2) Ax = 0 hat nur die triviale Lösung. 

3) A hat die reduzierte Zeilenstufenform 1n. 

4) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen. 

5) Ax = b ist für jede n x 1-Matrix b lösbar. 

6) Ax = b ist für jede n x 1-Matrix b eindeutig lösbar. 

7) det(A) ∫ 0. 

8) TA ist bijektiv. 

9) TA ist surjektiv. 

10) TA ist injektiv. 

11) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhängig. 

12) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhängig. 

13) Die Spaltenvektoren von A erzeugen den Raum Kn. 

14) Die Zeilenvektoren von A erzeugen den Raum Kn. 

15) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Basis des Kn. 

16) Die Zeilenvektoren von A bilden eine Basis des Kn. 

17) rang(A) = n. 

18) def(A) = 0. 

 

 

 

 

11 1 1 11 1

22 2

1

elem. Zeilenumformungen
Spaltenvertauschungen

0
*

0

0 0

l l

n

kk

m mn m m

a a b a b
a b

a

a a b b

A b A b←⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

′←⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′ ′

"

% #
# # #

#
"
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2proj

2( )
nr r

r r n n

= −

= − ⋅
 

Appendix I – Spiegelung in Ñ3 
 
Spiegelung an einer Ebene   : 0 , 1E n r n n n⋅ = = ⋅ =  

 
          n 
  n  
      w = projnr         r 
 
              0          
         E  
 
                     T(r) 
i) Linearität von T: 
 
 ( )( ) 2 ( ) 2( )T r s r s r s n n r s r n s n n+ = + − + ⋅ = + − ⋅ + ⋅ ( )2 ( ) ( )r s r n n s n n= + − ⋅ + ⋅  

    2( ) 2( )r s r n n s n n= + − ⋅ − ⋅ 2( ) 2( ) ( ) ( ),r r n n s s n n T r T s= − ⋅ + − ⋅ = +  
  
 ( )( ) 2( ) 2 ( ) 2( ) ( )T kr kr kr n n kr k r n n k r r n n kT r= − ⋅ = − ⋅ = − ⋅ =  

 

ii) 1 2 3

1 0 0
( ) 2( ) 2        für  0 , 1 , 0

0 0 1
i i i i iT e e e n n e n n e e e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − ⋅ = − = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Also: ( )

2
1 2 1 3 1

2
1 2 3 1 2 2 3 2

2
1 3 2 3 3

1 2 2 2

( ) ( ) ( ) 2 1 2 2 ,  d. h.  ist symmetrisch

2 2 1 22

T

T

n n n n n

T T e T e T e n n n n n T T

n n n n nT nn

⎛ ⎞− − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = − − − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −= −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎝ ⎠1

 

iii) 2( ) ( ) ( 2 )( 2 ) 2 2 4i j i i j j i j i j j i i jT e T e e n n e n n e e n n e n n e n n n⋅ = − − = ⋅ − ⋅ − ⋅ +  

         4 4i j i j i j i je e n n n n e e= − + =  

 

 Also:  { }1 2 3
1  für  

( ) ( ) , d. h.  ( ), ( ), ( )  ist Orthonormalsystem.
0  für  i j

i j
T e T e T e T e T e

i j
=⎧

⋅ = ⎨
≠⎩

 

 
iv) ( ) ( )1 2 3 1 2 3det det ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T e T e T e T e T e T e= = × ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦  

  1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 2 3 3( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 2 2 ( 2 )e n n e n n e n n e e n e n n n e e n n= − × − ⋅ − = × − × − × ⋅ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

               
1 1

3 3 2 2 1 2 3 3

3 3

1 0 0 0
2 0 0 2 1 0 2

0 1 0 1

n n
e e n n n n n n e

n n
= ⋅ − − − ⋅  

  2 2 3 2 2 3
2 1 3 1 2 31 2 2 2 1 2( ) 1 2 1 1n n n n n n= − − − = − + + = − ⋅ = −  

 
 Also:  det 1T = −⎡ ⎤⎣ ⎦  

 
v) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2 ( )T T r T T r T r T r n n= = − ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦D  ( )2( ) 2 2( )r r n n r r n n n n⎡ ⎤= − ⋅ − − ⋅ ⋅⎣ ⎦  

      2( ) 2 2( )r r n n r n r n n= − ⋅ − ⋅ − ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦  2( ) 2( )r r n n r n n r= − ⋅ − − ⋅ =  

 

 Also:  
1 13 3 ,   d. h.    und mit ii) ist   .

T
T T T T T T

− −×= ∈ = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦1D Ñ  

 
 

 Eine Matrix mit der Eigenschaft 1 TA A− =  heißt orthogonal. Zu den wichtigen  
 orthogonalen Matrizen später im VI. Kapitel. 

⋅ 
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vi) Für 1 2( , ,0)n n n=  erhält man aus ii)  

2
1 1 2

2
1 2 2

1 2 2 0

2 1 2 0
0 0 1

n n n

T n n n

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −⎡ ⎤⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

d. h., für die Spiegelung an einer zu der x1,x2-Ebene senkrecht verlaufenden Ebene,  
d. h., an einer in der x1,x2-Ebene gelegenen Geraden durch  0 ∈ Ñ2, 

ergibt sich 
 

2
1 1 2 2 2

2
1 2 2

1 2 2
' , ' :

2 1 2

n n n
T T

n n n

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟= −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

Ñ Ñ .  Mit  1 2: sin , : cosn n= − θ = θ   ist wegen  

     
2

2

1 2sin cos2 , 2 sin cos sin2 ,

1 2cos cos2        (Additionstheoreme für sin, cos)

− θ = θ θ θ = θ

− θ = − θ
 

cos2 sin2
'

sin2 cos2
T

θ θ⎛ ⎞
=⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ θ − θ⎝ ⎠

  die Darstellungsmatrix der Spiegelung im Ñ2 an einer Geraden L,  0 ∈ L ⊆ Ñ2 . 

 
             x2 
     
         n          
             T '(r)  L 
 
              r 
            x1 
 
 
 
 
Appendix II – Determinantengleichungen für Kurven und Flächen  
 
Determinantengleichungen für Kurven und Flächen in Ñ2, Ñ3 durch gegebene Punkte. 
Anwendung von:  Ax = 0  hat eine nichttriviale Lösung   ⇔   det(A) = 0 . 
 
1.      1 1 1 2 2 2 1 2Die Punkte ( , ), ( , )  mit    liegen auf der Geraden  : 0P x y P x y P P g ax by c≠ + + = , 
 

          

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1

2 2

0 1 0
0 , ( , , ) 0 1 0 ,  ( , , ) 0
0 1 0

1
1 0.
1

ax by c x y a
ax by c a b c x y b a b c
ax by c x y c

x y
x y
x y

+ + = ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ + + = ≠ ⇔ = ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + = ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇔ =

 

 
2.    Analog erhält man für drei Punkte  P1, P2, P3 , die nicht auf einer Geraden liegen,  
 die durch sie festgelegte Ebene  : 0E ax by cz d+ + + =  mittels 
 

       1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1

0
1
1

x y z
x y z
x y z
x y z

= . 

 
 
 
 
 
 

sin
cos

n
− θ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟θ⎝ ⎠
 

θ 

θ 
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:
x

E n y d
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

n = v x w ,  d = n ⋅ ui ,  i = 1, 2, 3 

z. B. P1(1, 0, 0) ,  P2(1, 1, 1) ,  P3(0, 1, 2) 
 

 

1
1 1

1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1
1 2 1 0 1 2 0 1 0

0 1 2 1

x y z
y z x y z y z

x y z y x y z= = − + = − + − + = − + − +  

           1 0x y z⇒ − + − =  

 
Zur Erinnerung: 
 
In Kapitel IV wurde mit dem Skalar- und Kreuzprodukt gerechnet, d. h.  
 
  –n            P2 
      v 
   P1 
 
  
         u1 
        u2           w   
 
    u3       P3 
      

 

v = u2 – u1 = (0, 1, 1) w = u3 – u1 = (–1, 1, 2)   n = v x w = (1, –1, 1),  d = n ⋅ ui = 1 
 
 
3.   Kugeloberfläche 

0

2
vS  ⊆ Ñ3 um { }

0

2
0 0 0 0 0 0( , , )  mit Radius , d. h.  | ( , )vv P x y z R S u d u v R= = = . 

 
Mit  2 2 2 2 2 2 2

0 0 0( ) ( ) ( ) 0R x x y y z z x y z ax by cz d= − + − + − ⇔ + + + + + + =   erhält man für 

vier nicht in einer Ebene liegende Punkte  P1, P2, P3, P4  die Gleichung 
 

2 2 2

2 2 2
1 1 11 1 1

2 2 2 4 4 44 4 4

1
1

0

1

x y z x y z
x y zx y z

x y zx y z

+ +
+ +

=

+ +
#

    z. B. 2 2 2 2
1 2 3 4(1,0,0), (1,1,1), (0,1,2), (0,0,0),P P P P r x y z= + +  

 
2

2
2

2

1
1 1 0 0 1

1 1 0 00 1 1 1 3 1 1 ( 2 ) 23 1 1 1 1
3 1 1 1 0 1 2 5 1 25 0 1 2 1
5 0 1 2

0 0 0 0 1

r x y z
r x y z x y z r y z

x y z r y z= = = − + = − − + + − −  

          ( ) ( ) ( )22 22 2 2 31 1 11
2 2 2 43 0x x y y z z x y z= − + + + − = ⇒ − + + + − =  

 
Analog werden Kegelschnitte behandelt, d. h. Kurven in Ñ2 mit der Gleichung 

2 2 0ax by cxy dx ey f+ + + + + = . 



 - 49 -

= 

 1. Extrablatt zur Linearen Algebra 1 
 

Die S-Notation 
 

Die mathematischen Formeln … 
Sie spielen nur mit sich selbst, drücken nichts als 
ihre wunderbare Natur aus, und eben darum sind 
sie so ausdrucksvoll – eben darum spiegelt sich in 

ihnen das seltsame Verhältnisspiel der Dinge. 
Novalis, "Monolog", 1798 

 1 2
1 1

: :
n

k n k
k k n

a a a a a
= ≤ ≤

= + + + =∑ ∑"  

i)   ( )
1 1 1

n n n

k k k k
k k k

aa bb a a b b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑   aufgrund der 

       =     (aa1  +  bb1)    Assoziativität, 

        + (aa2  +  bb2)    Kommutativität, 

                  ∂      Distributivität. 

   + (aan  +  bbn)     

     
( )
( )

1 1

2 2
1 2

1 2

n

n

n n

aa bb

aa bb
a a a a
b b b b

aa bb

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ = ++ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"
"

# #
 

ii) Doppelsummen: Ein Term mit zwei Indizes – Änderung der Summationsreihenfolge  

 
1 1 1 1 1 1 1

1

: :
m n m n n m

ij i j ij ij
i j i j j i i m

j n

a a a a
= = = = = = ≤ ≤

≤ ≤

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑  

  

11 12 1 1
1

21 22 2 2
1

1 2
1

||

1 2
1 1 1 1 1

n

n j
j

n

n j
j

n

m m mn mj
j

m m m m n

i i in ij
i i i i j

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

=

=

=

= = = = =

+

+

+ + + =

+

+ + + + =

+ + + + =

⎛ ⎞
= + + + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑

∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

"

"

# #

"

"

 

  =          
1 1

n m

ij
j i

a
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑   
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iii) Doppelsummen: Zwei Terme mit einem Index 

 
1 1 1 1

m n m n

i j i j
i j i j

a b a b
= = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑ ∑ ∑ ⎟       

1 2

1 1 1 1 2 1

2 2 1 2 2 2

1 2

n

n

n

m m m m

b b b
a a b a b a b
a a b a b a b

a a b a b a b

"
"
"

# # # #
" n

l

⎞

 

iv) Doppelsummen: Drei Terme mit zwei Indizes 

2 3

1 1
k kl

k l

a b c
= =

⎛
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑   =   
( )
( )

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

a b c b c b c

a b c b c b c

+ +

+ + +

+
 =          1 11 1 1 12 2 1 13 3

2 21 1 2 22 2 2 23 3

a b c a b c a b c

a b c a b c a b c

+ +

+ + +

+

    =     =   
1 11 1 2 21 1

1 12 2 2 22 2

1 13 3 2 23 3

a b c a b c

a b c a b c

a b c a b c

+

+ +

+ +

+ ( )
( )
( )

1 11 2 21 1

1 12 2 22 2

1 13 2 23 3

a b a b c

a b a b c

a b a b c+ +

+ +

+ +     =       
3 2

1 1
k kl l

l k

a b c
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

 

( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1

m n m n n m n m

j i j i i j j i i j j i i j j i
j i j i i j i j

k c v c k v c k v c k
= = = = = = = =

⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ v

⎞
⎟
⎟
⎠

( )

)

)

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (

( ) ( ) ( ) (

1 11 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

m n

j i j i i i n n i i
j i

j j ij i nj n j j ij j i nj j n

m m im i nm n m m im m i nm m n

k c v k c v c v c v c k v c k v c k

k c v c v c v c k v c k v c k v

k c v c v c v c k v c k v c k v

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ = + + + + = + + + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + +

∑ ∑ " " " "

# #

" " " "

# #
" " " "

n nv

j i

 
 

             

( )

( )

( )

11 1 1 1 1

1 1

1 1
1 1

j j m m

i ij j im m i

n m

n nj j nm m n i j
i j

c k c k c k v

c k c k c k v

c k c k c k v c k v
= =

= + + + +

+ + + + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + + + + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

" "

#
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#
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3. Extrablatt zur Linearen Algebra 1 
________________________________________________________________________________ 
 
 

4.   Rechenregeln für Matrizen 
 
Satz I.5    Sind die angegebenen Operationen für Matrizen A, B, C, 1 und Skalare a, b, 1 ∈ K  
  ausführbar, so gilt: 
 

i) (A + B) + C = A + (B + C)  i)* (AB)C = A(BC) Assoziativität 
ii) A + 0 = 0 + A = A   ii)* A1 = 1A = A  neutrales Element 
iii) A + (–A) = –A + A = 0  iii)* ? …   inverses Element 
iv) A + B = B + A   iv)* ? …   Kommutativität 
v) A(B + C) = AB + AC ,   (B + C)A = BA + CA         Distributivgesetze 
vi) a(bA) = (ab)A ,   a(AB) = (aA)B = A(aB) 
vii) (a + b)A = aA + bA 
viii) a(A + B) = aA +aB 
ix) 1A = A 
 
Def. Existiert für A ∈ Kn x n ein B ∈ Kn x n mit AB = BA = 1, so heißt A invertierbar (regulär) 
 und B die Inverse von A , 

z. B. 
1

3 3
2

0

a
A a K ×

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ist nicht invertierbar, da 
1 1

2 2

0 0

a a B
AB a B a B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1  für alle B ∈ K3 x 3 , 

und allgemein für A ∈ Kn x n : wenn A eine Nullzeile hat, dann ist A nicht invertierbar (singulär). 
 
Satz I.6   A invertierbar ⇔ Die red. Zeilenstufenform von A ist 1.  
 
Satz I.7   Die Inverse B einer invertierbaren Matrix A ist eindeutig. 
 
Satz I.8   Sind A, B ∈ Kn x n invertierbar, so auch 
 

i) A–1 mit (A–1)–1 = A  ii) AB  mit (AB)–1 = B–1A–1 
 
Satz I.9   Sind die angegebenen Matrixoperationen ausführbar, so gilt: 
 

i) ( )TTA A=   ii) ( )T T TA B A B+ = +   iii) ( ) ,
T TkA kA k K= ∈  

iv) ( )T T TAB B A=   v) ( ) ( ) 11 T TA A
−− =  

zu iv)        A      B      =       C 

       
1 1 -te Zeilei ir j ij

rj

a a b c i

b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

" " "

# #
#

 

         j-te Spalte 
         
        Transponierung 
 
 

       
1

1 -te Zeile

i

j rj ir ij

a

b b a c j

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

#
# #

" " "
 

       i–te Spalte 
     BT    AT     =      CT  =  (AB)T 

         
1 1

r r

kj ik ik kj ij
k k

b a a b c
= =

= =∑ ∑  
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5.   Elementarmatrizen 
 
Eine Methode zur Herstellung der Inversen  A–1  einer regulären Matrix  A  

durch  
 Multiplikation von 
 Elementarmatrizen Ei         �  elementare Zeilenumformungen 
 

  ( )A 1        =   
1 2 1 0 I
4 3 0 1 II
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

    E1 =
1 0
4 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

    II + (–4] I  =  II* 

⇔         ( )1 1E A E 1       = 
1 2 1 0 I
0 5 4 1 II*
⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

    E2  =  
2

51
0 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

     I  + 2
5  II*  =  I* 

⇔     ( )2 1 2 1E E A E E 1       = 
3 2

5 51 0 I *
0 5 4 1 II*

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

    E3  =  
1

5

1 0
0
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   1
5−  II*  =  II** 

⇔ ( )3 2 1 3 2 1E E E A E E E 1      =   
3 2

5 5
4 1

5 5

1 0 I *
0 1 II**

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

⇔              ( )1A−1  

             A–1        =    
1 3 2
5 4 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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4. Extrablatt zur Linearen Algebra 1 
________________________________________________________________________________ 
 
 
z. B.  i)   Bestimme eine Basis und die Dimension des Zeilen-, Spalten- und Nullraumes von 
 

 ( )
1

2
1 2 3 4 5 6

3

4

1 3 4 2 5 4
und des

2 6 9 1 8 2
Nullraumes

2 6 9 1 9 7
von .1 3 4 2 5 4

T

r
r

A c c c c c c
r

Ar

− − ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜ ⎟= = =⎜ ⎟⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 
Lösung:   A lässt sich durch elementare Zeilenoperationen auf die Zeilenstufenform 
 

  ( )
1

2
1 2 3 4 5 6

3

4

1 3 4 2 5 4
0 0 1 3 2 6
0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 0

r
r

A c c c c c c
r
r

′− − ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ′− − ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ′
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  bringen. 

 
 

α) Die Vektoren  

( )
( )
( )

1

2

3

1 3 4 2 5 4

0 0 1 3 2 6          bilden eine Basis von Zeilenr( ).

0 0 0 0 1 5          3 dim  Zeilenr( ) dim  Zeilenr( )

r

r A

r A A

′ = − −

′ = − −

′ ′= =− =

  

 
 

β) Die Vektoren  1 3 5

1 4 5
0 1 2 bilden eine Basis von  Spaltenr( ).

, ,       
0 0 1 3 dim  Spaltenr( ) dim  Spaltenraum( )
0 0 0

A
c c c

A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
 
   Die entsprechenden Spalten von A 
 

  1 3 5

1 4 5
2 9 8

, ,
2 9 9
1 4 5

c c c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   bilden eine Basis von Spaltenr( ).A  

 
 
γ) Aus A′  folgt  6 5 4 3 2 1, 5 , , 3 4 , , 3 14 37x r x r x s x s r x t x t s r= = − = = − − = = + + . 
 

1

2

3

4

5

6

3 14 37

3 4

5

x t s r
x t
x s r
x s
x r
x r

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 2 3
1 2 3

3 14 37
1 0 0
0 3 4 { ,  ,  }  ist Basis von Nullr( ).

   
0 1 0 3 dim  Nullr( ) dim  Nullr( )
0 0 5
0 0 1

v v v A
t s r tv sv rv

A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −

= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
′= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
δ) Übung 
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ii) α) Man bestimme eine Teilmenge S der Vektoren 
 

1 2 3 4 5(1, 2, 0, 3) , (2, 5, 3, 6) , (0, 1, 3, 0) , (2, 1, 4, 7) , (5, 8, 1, 2) ,v v v v v= − = − − = = − − = −
 
  sodass S eine Basis von span{v1, v2, v3, v4, v5} ist. 
 
 β) Man stelle die verbleibenden Vektoren als Linearkombinationen der Basisvektoren dar. 
 
 
Lösung α): Wir betrachten die Matrix mit den Spaltenvektoren v1, v2, …, v5  , 
 

1 2 0 2 5
2 5 1 1 8
0 3 3 4 1
3 6 0 7 2

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

 und bestimmen eine Basis ihres Spaltenraumes. Als red. ZStF ergibt sich 

         ↑    ↑    ↑    ↑   ↑  
        v1    v2    v3    v4    v5 
 

1 0 2 0 1
0 1 1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟′ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 mit den Spaltenvektoren  w1, w2, …, w5 .  

         ↑     ↑    ↑    ↑   ↑  
         w1    w2   w3   w4  w5 
 
Dann ist  {w1, w2, w4}  eine Basis des Spaltenraumes von A′ , die entsprechenden Vektoren 
      {v1, v2, v4} sind dann die gesuchte Basis der linearen Hülle von  v1, v2, …, v5 . 
 
 
β): Wir schreiben zunächst  w3  und  w5  als Linearkombination von  w1, w2 und  w4 .   
 

3 1 22w w w= −   5 1 2 4w w w w= + +  , woraus sich sofort die gewünschte Darstellung 

3 1 22v v v= −   5 1 2 4v v v v= + +   ergibt.  
 
 
iii) Indicate whether the statement is always true or sometimes false. Justify your answer 
 by giving a logical argument or a counterexample. 
 
α) If E is an elementary matrix, then A and EA must have the same nullspace. 
 
β) If E is an elementary matrix, then A and EA must have the same row space. 
 
γ) If E is an elementary matrix, then A and EA must have the same column space. 
 
δ) If Ax = b does not have any solutions, then b is not in the column space of A. 
 
ε) The row space and nullspace of an invertible matrix are the same. 
 
ζ) If A is not square, then the row vectors of A must be linearly dependent. 
 
η) If A is square, then either the row vectors or the column vectors of A must be linearly independent. 
 
θ) If the row vectors and the column vectors of A are linearly independent, then A must be square. 
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5. Ad-hoc-Ergänzung 
_____________________________________________________________________________________________ 

 

Aufgaben aus "Lineare Algebra: Einführung, Grundlagen, Übungen" – Howard Anton, 1998, S. 308, 279 
 

Ergänzende Übungen zu Kapitel 5 (S. 308) 
 
14. Sei S eine Basis des Vektorraume V. Man zeige, dass für alle Vektoren u und v und alle 
 Skalare k gilt: 
 
 a) (u + v)S = (u)S + (v)S   b) (ku)S = k(u)S  
 
Übungen zu 5.4 
 
24. Sei S eine Basis des n-dimensionalen Vektorraumes V.  
 Man zeige, dass v1, v2, …, vr  genau dann linear unabhängig in V sind, wenn ihre 
 Koordinatenvektoren (v1)S, (v2) S, …, (vr)S linear unabhängig in Rn sind.  
 
25. Seien S und V wie in Aufgabe 24 gegeben.  
 Man zeige, dass {v1, v2, …, vr} genau dann ein Erzeugendensystem von V ist, wenn 
 {(v1)S, (v2) S, …, (vr)S} den Rn aufspannt. 
 
Lösungen 
 
aus "Elementary Linear Algebra" – Howard Anton / Chris Rorres – 8th E, 2000, Student Solutions Manual, p. 234 f. 
 
Exercise Set 5.4 
 
24. First notice that if  v and w  are vectors in V and a and b are scalars, then (av + bw)S = 
 a(v)S + b(w)S.  This follows from the definition of coordinate vectors.  Clearly, this result 
 applies to any finite sum of vectors.  Also notice that if (v)S = (0)S, then v = 0. Why? 
 
   Now suppose that k1v1 + … + krvr = 0. Then 
            (k1v1 + … + krvr)S = k1(v1)S + … + kr(vr)S  
            = (0)S 
 
 Conversely, if k1(v1)S + … + kr(vr)S =  (0)S , then 
    (k1v1 + … + krvr)S = (0)S ,    or k1v1 + … + krvr = 0 
 
 Thus the vectors v1, …,vr  are linearly independent in  V  if and only if the coordinate  
 vectors (v1)S, …, (vr)S are linearly independent in Rn. 
 
25. If every vector v in V can be written as a linear combination v = a1v1 + … + arvr of  
 v1, …,vr, then, as in Exercise 24, we have (v)S = a1(v1)S + … + ar(vr)S.  Hence, the  
 vectors (v1)S, …, (vr)S span a subspace of Rn. But since V is an n-dimensional space with,  
 say, the basis S = {u1, …, un}, then if u = b1u1 + … + bnun, we have (u)S = (b1, …, bn); 
 that is, every vector in Rn. represents a vector in V.  Hence {(v1)S, …, (vr)S} spans Rn. 
 
 Conversely, if {(v1)S, …, (vr)S} spans Rn, then for every vector (b1, …, bn) in Rn, there is 
 an r-tuple (a1, …, ar) such that 
 
    (b1, …, bn) = a1(v1)S + … + ar(vr)S 
             = (a1v1 + … + arvr)S 
 
 Thus a1v1 + … + arvr = b1u1 + … + bnun, so every vector in V can be represented as a
 linear combination of v1, …,vr. 
 
 
 
Ergo: {v1, v2, …, vn} Basis von V   ⇔   μ 
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1.   Für welche(s)  k  hat das folgende Gleichungssystem keine, genau eine oder 
(1.1.8)   unendlich viele Lösungen? 
 
     x –   y = 3 
   2x – 2y = k 
 
2.   Betrachten Sie das Gleichungssystem 
(1.1.9, A.) 
   ax + by = k 
   cx + dy = l 
   ex + fy = m 
 
   Welche Lage müssen die Geraden  ax + by = k, cx +  dy = l  und  ex + fy = m  
   zueinander haben, wenn das System 
   a)   keine Lösung b)   genau eine Lösung c)   unendlich viele Lösungen 
   besitzt? 
 
3.   Zeigen Sie:  Wenn das Gleichungssystem aus  Übung 2  konsistent ist, kann 
(1.1.10,  A.) mindestens eine der Gleichungen weggelassen werden, ohne die Lösungsmenge 
   zu ändern. 
 
4.   Die folgenden Matrizen sind auf reduzierte Zeilenstufenform gebrachte erweiterte 
(1.2.4, A.) Matrizen von linearen Gleichungssystemen. Lösen Sie das zugehörige System. 
 

   a)   
1 0 0 3
0 1 0 0
0 0 1 5

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   b)   
1 0 0 7 8
0 1 0 3 2
0 0 1 1 5

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

   c)   

1 6 0 0 3 2
0 0 1 0 4 7
0 0 0 1 5 8
0 0 0 0 0 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  d)   
1 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
5.   Lösen Sie die Systeme durch Gauß-Elimination. 
(1.2.8, A.) 
   a)   2x1 – 3x2 

 =  –2  b)   3x1 + 2x2 –   x3 = –15 
         2x1 +   x2 =   1        5x1 + 3x2 + 2x3 =    0 
         3x1 + 2x2 =   1        3x1 +   x2 + 3x3 =   11   
            –6x1 – 4x2 + 2x3 =   30 
 
   c)   4x1 – 8x2 =  12  d)            10y – 4z +   w =   1 
         3x1 – 6x2 =   9           x +   4y –   z +   w =   2 
       –2x1 + 4x2 = –6         3x +   2y +   z + 2w =   5 
             –2x –   8y + 2z – 2w = –4 
                          x – 6y +  3z =   1 
 
6.   a)     5x1 – 2x2 + 6x3 = 0 b)   x1  – 2x2  +    x3  –   4x4 = 1 
(1.2.10)        –2x1 +   x2 + 3x3 = 1       x1 + 3x2  +   7x3  +  2x4 = 2   
             x1 – 12x2 –  11x3 – 16x4 = 5 
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07.  Für die Matrizen 
(1.3.2) 

 
3 0 1 5 2 6 1 3

4 1 1 4 2
1 2 , , , 1 0 1 , 1 1 2

0 2 3 1 5
1 1 3 2 4 4 1 3

A B C D E
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = = = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

 berechne man (falls möglich) die folgenden Ausdrücke: 
 

 a)   D + E b)   D – E    c)   5A  d)   –7C  e)   –3(D + 2E) 

 f)    A – A g)   2AT + C   h)   DT – ET   i)   (DT – ET)   j)   (2ET – 3DT)T 

 k)   AB  l)    BA      m)   (3E)D  n)   (AB)C  o)   A(BC) 

 p)   CCT q)   (DA)T   r)   (CTB)AT  s)   (2DT – E)A t)   BT(CCT – ATA) 

 
 
08.  Betrachten Sie die Matrix 
(1.4.13) 

  

11

22

0 0 0
0 0 0

0 0 0 nn

a
a

A

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

# # # #
"

   mit  a11 a22 ... ann ≠ 0. 

   
  Zeigen Sie, dass  A  invertierbar ist, und berechnen Sie ihre Inverse. 
 
 
09.  Eine quadratische Matrix A  heißt symmetrisch, wenn  AT = A  gilt. 
(1.4.21) 
  Zeigen Sie für eine quadratische Matrix B: 
 

  BBT  und  B + BT  sind symmetrisch. 
 
 
10.  Berechnen Sie die Inverse der gegebenen Matrix, sofern das möglich ist, und 
(1.5.5-7) überprüfen Sie das Ergebnis durch Ausmultiplizieren. 
 

 a)   
6 4
3 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  b)   
3 4 1
1 0 3
2 5 4

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 c)   
1 3 4
2 4 1
4 2 9

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 d)   
1 0 1
0 1 1
1 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 e)   
2 6 6
2 7 6
2 7 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 f)   
1 0 1
1 1 1
0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 g)   

1 1 2
5 5 5
1 1 1
5 5 10
1 4 1
5 5 10

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 h)   

2 3 2 0

4 2 2 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 i)   

1 0 0 0
1 3 0 0
1 3 5 0
1 3 5 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 j)   

1
3

2
5

8 17 2
4 0 9
0 0 0 0
1 13 4 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 k)   

0 0 2 0
1 0 0 1
0 1 3 0
2 1 5 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
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11.  Ermitteln Sie die Inversen der folgenden  4 x 4-Matrizen, wobei  k1, k2, k3, k4  
(1.5.8b+c)  und  k  von Null verschiedene Skalare sind. 
 

   a)   

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

4

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0

k
k

k
k

  b)   

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

k
k

k
k

 

 
 
12.  Betrachten Sie die Matrizen 
(1.6.20) 

  A = 
2 1 2
2 2 2
3 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 und x = 
1

2

3

x
x
x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

  a) Zeigen Sie, dass die Gleichung  Ax = x  auch als  (A – 1)x = 0   
   geschrieben werden kann und lösen Sie sie dann nach  x  auf.   
    

  b) Lösen Sie  Ax = 4x . 
 
 
13.  Ersinnen und beweisen Sie ein Theorem, welches beschreibt, wie zwei  
(1.7.27)  Diagonalmatrizen multipliziert werden. 
 
 
14.  Geben Sie an, ob die Aussage immer wahr oder manchmal falsch ist.  
(1.7.30)  Begründen Sie jede Antwort. 
 

  a) Wenn  AAT  singulär ist, dann ist  A  es auch. 
 

  b) Wenn  A + B  symmetrisch ist, dann sind  A  und  B  es auch. 
 

  c) Wenn  A  eine n x n-Matrix ist und  Ax = 0  nur die triviale Lösung 
   hat, dann gilt dasselbe für  ATx = 0. 
 

  d) Wenn  A2  symmetrisch ist, dann ist  A  es auch. 
 
 
 
___________________________________________________________________________ 
 
 
 
 

Alle Nullzeilen stehen unten und zusammen.

1 ? 0 ? 0 ? 0 ?
1 ? 0 ? 0 ? Jede , die nicht nur Nullen enthält,

Die reduzierte 1 ? 0 ? beginnt mit einer führen
Zeilenstufenform
einer Matrix 0 0 ?

1 ?

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Zeile
"
"
"
% # #

den Eins.

Die führenden Einsen verlaufen von links oben
in der ersten Zeile nach rechts unten.

Jede  mit einer führenden Eins
enthält nur noch Nullen.

Spalte
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15. Sei   
(1.EÜ.7) 

  
0 2

4 4
0 2

a b
a a

a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 
 die erweiterte Matrix eines linearen Systems. Für welche a und b hat das System 
  a)   eine eindeutige,  b)   eine einparametrige,  
  c)   eine zweiparametrige d)   keine Lösung? 
 
16. Man löse nach x, y und z auf.  
(1.EÜ.8) 

  

2 3 8

2 3 2 7

2 4

xy y zy

xy y zy

xy y zy

− + =

− + =

− + + =

 

 
17. Wie viele Multiplikationen und Additionen sind notwendig, um das Matrixprodukt   
(1.EÜ.13) AB eine m x n-Matrix A und einer n x p-Matrix B zu berechnen? 
 
18. Es bezeichne 1n die n-reihige Einheitsmatrix, Jn die gleichgroße Matrix mit lauter 
(1.EÜ.17) Einsen. Beweisen Sie die Formel 
 

  ( ) 1 1
1n n n nn

−
− = −

−
1 1J J . 

 

19. Gegeben sei das Polynom 3 2( ) : 4 2 7f x x x x= + − + . A bezeichne eine Matrix aus  

(1.EÜ.18) Ðn x n. Beweisen Sie: 

  Ist ( ) 0f A = , so ist auch ( ) 0Tf A = . 
 
20. Es bezeichnen A und B quadratische Matrizen aus Ðn x n, B sei invertierbar.  

(1.EÜ.19) Beweisen Sie die Äquivalenz der Gleichungen   1 1   und   AB BA AB B A− −= = . 
 
21. Beweisen Sie: Ist A eine invertierbare Matrix, so sind die Matrizen A + B  und 
(1.EÜ.20)      1 + BA–1 entweder beide invertierbar oder beide nicht invertierbar. 
 
22. Zeigen Sie für Matrizen A, B ∈ Ðn x n, c ∈ Ð, 

(1.EÜ.21+22)  
a) sp( ) sp( ) sp( ) b) sp( ) sp( )
c) sp( ) sp( ) d) sp( ) sp( )T

A B A B cA c A
A A AB BA
+ = + =

= =
. 

 

 Zeigen Sie ferner dass stets AB – BA ≠ 1 ist. 
 
23. Es sei p ∈ Ðn x 1 mit pTp = 1. Wir bilden damit die Matrix H(p) := 1n – 2p pT. 
(1.EÜ.27)  a)   Weisen Sie die Gültigkeit der Gleichungen  H = HT  und  HTH = 1n  nach. 
  b)   Verifizieren Sie diese Gleichungen für 

   
1

( )  mit  : (9, 2, 3, 5, 5)
12

TH p p =  
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24.   Bestimmen Sie alle λ, für die  det(A) = 0  ist. 
(2.1.13) 

   a) 
2 1
5 4

λ
λ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− +⎣ ⎦

  b) 
4 0 0

0 2
0 3 1

λ
λ

λ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

 
 
25.   Zeigen Sie, dass die Matrizen 
(2.1.20) 

    A  =  
0
a b

c
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  und B  =  
0
d e

f
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

   genau dann kommutieren, wenn  
b a c
e d f

−
−

  =  0  gilt. 

 
 
26.   Berechnen Sie mit Hilfe der Determinantendefinition: 
(2.1.17) 

   a) 

0 0 0 0 3
0 0 0 4 0
0 0 1 0 0
0 2 0 0 0
5 0 0 0 0

−
−

−   b) 

5 0 0 0 0
0 0 0 0 4
0 0 3 0 0
0 0 0 1 0
0 2 0 0 0

−

−

. 

 
 
27.   Berechnen Sie jeweils die Determinante 
(2.2.4-11) durch Reduktion der gegebenen Matrix auf Zeilenstufenform. 
 

   a)   
3 6 9
0 0 2
2 1 5

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

    b)   
0 3 1
1 1 2
3 2 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

    c)   
1 3 0
2 4 1
5 2 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

 

   d)   
3 6 9
2 7 2
0 1 5

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

    e)   

1 2 3 1
5 9 6 3
1 2 6 2
2 8 6 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 f)   

2 1 3 1
1 0 1 1
0 2 1 0
0 1 2 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

   g)   
1 1 1
2 2 2
2 1 1
3 3 3
1 2
3 3

0 1 1 1
1

0

0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

 h)   

1 3 1 5 3
2 7 0 4 2
0 0 1 0 1
0 0 2 1 1
0 0 0 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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28.   Berechnen Sie für  
(2.2.12)  

       
a b c
d e f
g h i

  =  –6 

 
 

   a) 
d e f
g h i
a b c

     b) 
3 3 3

4 4 4

a b c
d e f
g h i
− − −      c) 

a g b h c i
d e f
g h i

+ + +
     d) 

3 3 3

4 4 4

a b c
d e f

g d h e i f

− − −

− − −
. 

 
 
 

Quelle: H. Anton (2000), Elementary Linear Algebra 
 

29.   a) Betrachten Sie die Gleichung und finden Sie zwei Lösungen dazu: 
(2.2.18) 

       

21
1 1 1
1 3 9

x x

−
  =  0 

 
   b) Gibt es möglicherweise andere Lösungen? Begründen Sie Ihre Antwort. 
 
 
30.   Berechnen Sie den Wert der Determinante der folgenden Matrizen: 
 

   a) 9M
⊂⊃

  =  
6 1 8
7 5 3
2 9 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  16M   =  

5 4 3 6
12 13 14 11
9 16 15 10
8 1 2 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

 

    16M
∪

  =  

5 4 14 11
12 13 3 6
9 16 2 7
8 1 15 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 16M
⊂⊃

  =  

5 14 4 11
12 3 13 6
9 2 16 7
8 15 1 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

   b) M3 x3 : Entsteht aus  16M , 16M
∪

, 16M
⊂⊃

  durch Streichung der 
    i-ten Zeile und j-ten Spalte. 
 
 
31.   Man zeige mit Hilfe von Determinanten, dass das System 
(2.4.06)   

    
2x y x

x y y
− = λ
− = λ

 

 

   für alle λ nur die triviale Lösung x = 0,  y = 0  hat. 



 - 64 -

b) 

a) 

TFH Berlin O. Hamborg 
Fachbereich II 13.11.2006 

Übungs-Extrablatt zur Linearen Algebra I 
Studiengang Mathematik, Blatt 5 

 

 
32. i) Welche Elementarmatrizen E ∈ Kn x n sind symmetrisch? 
 ii) Wie ändert sich A ∈ Kn x n, wenn mit symmetrischen Elementarmatrizen E ∈ Kn x n 

   AE gebildet wird? 
 iii) Für welche Elementarmatrizen gilt EE = 1? 
 
33. Man gebe eine Formel für die Inverse von EA an, wenn E zwei Zeilen vertauscht. 
 Hinweis: Theorem II.11 

34. Begründen Sie mit Hilfe von elem. Z-Umf., dass die Inverse von 
11 1

0

n

nn

a a
A

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
% #  

 ebenfalls eine obere Dreiecksmatrix ist mit 
11

1
1

1

10
nn

na

a

b

A−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

% # . 

 Hinweis: (A  1) → (1  A–1) 
 
35. Man bestimme die Eigenräume Eig(Aλ) = {x | x ∈ Kn, Ax = λx} der linearen Abbildung 

 (Transformation) T : Ñ3 → Ñ3 ,   x # T(x) = Ax  für  
2 1 2
2 2 2
3 1 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 Man vergleiche das Ergebnis mit Aufg. 12, Blatt 2. 
 
zu Aufgabe 30:    adj (A)         ⋅           A              = det(A) ⋅ 1 
 

  
9

1

7 68 37 6 1 8 1 0 0
22 8 38 7 5 3 8 0 1 0
53 52 23 2 9 4 0 0 1i

i
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⋅

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −
− ⋅ =

−
∑  

 

 

16

1

16

1

1 1 1 1 5 4 3 6 1 0 0 0
1 1 1 1 12 13 14 11 0 1 0 0

0
1 1 1 1 9 16 15 10 0 0 1 0
1 1 1 1 8 1 2 7 0 0 0 1

1 1 1 1 5 4 14 11
3 3 3 3 12 13 3 6
5 5 5 5
7 7 7 7

i

i

i

i

=

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
− −

⋅ ⋅ = ⋅
− −
− −

− −
− −

⋅ ⋅
− −

− −

∑

∑

16

1

1 0 0 0
0 1 0 0

0
9 16 2 7 0 0 1 0
8 1 15 10 0 0 0 1

1 1 1 1 5 14 4 11 1 0 0 0
5 5 5 5 12 3 13 6 0 1 0 0

0
3 3 3 3 9 2 16 7 0 0 1 0
7 7 7 7 8 15 1 10 0 0 0 1

i

i
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅

− −
− −

⋅ ⋅ = ⋅
− −

− −

∑
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41.   Man zeige für u, v, v1, …, vr ∈ Rn 
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36.   Seien  u = (4, 1, 2, 3),  v = (0, 3, 8, –2)  und  w = (3, 1, 2, 2).  
(4.1.6)   Berechnen Sie die Ausdrücke 
   i) u v+    ii) u v+   iii) 2 2u u− +  

   iv) 3 5u v w− +   v) 
1

w
w

   vi) 
1

w
w

  

 

37.   Zeigen Sie, dass es unendlich viele Einheitsvektoren im  R3  gibt, deren 
(4.1.10b) Skalarprodukt mit (1, –3, 5) null ist. 
 

38.   Bestimmen Sie zwei Vektoren der Länge  1, die zu  u = (2, 1, –4, 0), 
(4.1.16)  v = (–1, –1, 2, 2)  und  w = (3, 2, 5, 4)  orthogonal sind. 
 

39.   Sei  1u v+ =   und  5u v− = .  Berechnen Sie  u ⋅ v. 
(4.1.20)  
 

40.   Beweisen und interpretieren Sie die Gleichung   

(4.1.22)  
2 2 2 22 2u v u v u v+ + − = +   für Vektoren im  Rn. 

 

   

(4.1.24)  i)  u ⊥ v ⇔
2 2 2

u v u v+ = +  (Satz d. Pyth.)     ii) 

2
2

1 11 ,

r r

i j i i
i ii j r

i j

v v v v
= =≤ ≤

≠

⊥ ⇒ =∑ ∑∧  

 

42.   Zeigen Sie mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:  Für alle reellen Zahlen 
(4.1.26)  a, b  und  θ  gilt  [a cos θ + b sin θ]2 ≤ a2 + b2. 
 

43.   Man berechne die Orthogonalprojektion von u auf a. 
(3.3.4, 5) i)   u = (6, 2), a = (3, –9)   ii)   u = (–1, –2), a = (–2, 3) 
   iii)  u = (3, 1, –7), a = (1, 0, 5)  iv)  u = (1, 0, 0), a = (4, 3, 8) 
   Man finde die Vektorkomponente von u senkrecht zu a. 
 

44.   Man zeige, dass die Punkte A(3, 0, 2), B(4, 3, 0) und C(8, 1, –1) ein recht- 
(3.3.12)  winkliges Dreieck aufspannen. An welcher Ecke liegt der rechte Winkel? 
 

45.   Seien a ⋅ b = a ⋅ c für a ≠ 0. Folgt daraus b = c? 
(3.3.13)  
 

46.   Seien p = (2, k) und q = (3, 5). Man bestimme k so, dass p und q 
(3.3.14)  i)   parallel sind,   ii)  orthogonal sind,  

   iii)  den Winkel 
3
π

 einschließen, iv) den Winkel 
4
π

 einschließen. 

 

47.   Seien i, j und k Einheitsvektoren in Richtung der positiven x-, y- und z-Achse 
(3.3.19)  eines rechtwinkligen Koordinatensystems im Raum. Die Winkel α, β und γ 
   zwischen einem Vektor v = (a, b, c) ≠ 0 und i, j und k heißen Richtungswinkel 
   von v;   cos α, cos β und cos γ werden als Richtunskosinus bezeichnet. 
   Man zeige   

   i)   
v
v

= (cos α, cos β, cos γ)   ,     ii)   cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1 . 

            z 
 
        k               v 
                                               γ 
        β    j 
     i    α      y 
       x 
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48.  Man bestimme alle zur yz-Ebene parallelen Einheitsvektoren, die orthogonal 
(3.4.12)  zu (3, –1, 2) sind. 
 
49.  Man vereinfache den Ausdruck (u + v) x (u – v). 
(3.4.15)   
 
50.  Man betrachte eine Gerade und einen Punkt P, der nicht auf ihr liegt. Man zeige: 
(3.4.18)  Ist u ein Verbindungsvektor von einem Punkt der Geraden zu  P   und v ein zur  
  Geraden paralleler Vektor, so ist /u v v×  der Abstand von der Geraden zu P. 

 
51.  Man betrachte das Parallelepiped mit den Kanten u = (3, 2, 1), v = (1, 1, 2) und  
(3.4.21)  w = (1, 3, 3). 
 
  i) Man bestimme den Flächeninhalt der von u und w aufgespannten Seite. 
  ii) Man berechne den Winkel zwischen u und der von v und w aufgespannten 
   Ebene. [Hinweis: Man betrachte die Winkel, die u mit in der Ebene  
   liegenden Vektoren u – projv x wu  und –(u – projv x wu) einschließt. Der 
   gesuchte Winkel  θ  erfüllt dann die Ungleichung 20 .π≤ θ ≤ ] 

 
52.  Man bestimme einen Vektor n, der zur von den Punkten A(0, –2, 1),  
(3.4.22)  B(1, –1, –2) und C(–1, 1, 0) aufgespannten Ebene senkrecht ist.  
 
 
53.   Man beweise ( ) ( ) ( )u v w u w v u v w× × = ⋅ − ⋅ . [Hinweis: Man betrachte zuerst die  
(3.4.26)  Fälle w = i = (1, 0, 0), w = j = (0, 1, 0) und w = k = (0. 0. 1). Man beweise  
  dann den allgemeinen Fall w = ( w1, w2, w3) mit der Darstellung w = w1i + w2j + w3k.] 
 
54.  Man beweise ( ) ( ) ( )u v w u w v v w u× × = ⋅ − ⋅ . [Hinweis: Man wende u x v = –(v x u) 
(3.4.27)  auf ( ) ( ) ( )u v w u w v u v w× × = ⋅ − ⋅ an.] 
 
55.  Was kann über die Vektoren u,v ∈ Ñ3  gesagt werden, wenn u x v = 0 ist? 
(3.4.39) 
 
56.  Man gebe eine Gleichung der zu 5 2 5 0x y z− + − =  parallelen Ebene, die durch 
(3.5.21)  den Punkt (3, –6, 7) verläuft, an. 
 
57.  Man bestimme eine Gleichung für die Ebene, die senkrecht zu 2 4 2 9x y z− + =  
(3.5.23)  verläuft und die Gerade 1 3 , 5 2 , 2x t y t z t= − + = + = − enthält. 
 
58.  Man bestimme Parametergleichungen der Geraden durch (–2, 5, 0), die parallel  
(3.5.26)  zu den Ebenen 2 4 0x y z+ − =  und  2 3 1 0x y z− + + + =  liegt. 
 
59.  Man zeige, dass die Gerade       
(3.5.34)  5 , 3 2 , 1 5x t y t z t− = − + = + = −  ( )t−∞ < < +∞  
  parallel zur Ebene 3 9 0x y z− + + − =  liegt. 
 
60.  Welche Beziehung besteht zwischen  
(3.5.47)  der Geraden 0 0 0, ,x x at y y bt z z ct= + = + = +  
  und der Ebene 0ax by cz+ + =  ? 
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61.   Sei  A  eine 2x2-Matrix mit  det(A) = 1, deren Spalten orthogonale Einheitsvektoren 
(4.2.26)  sind. Man kann zeigen, dass die Multiplikation mit  A  eine Drehung im Ñ 2  erzeugt. 

   Zeigen Sie, dass  
1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2
A

⎡ ⎤− −
= ⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
  die gegebenen Voraussetzungen erfüllt und 

   bestimmen Sie den Rotationswinkel  θ. 
 
62.   Das Ergebnis aus Aufgabe 61 gilt auch im  Ñ3:  
(4.2.27 )  Ist  A  eine 3x3-Matrix mit det(A) = 1, deren Spalten paarweise orthogonale  
   Einheitsvektoren sind, so beschreibt die Multiplikation mit  A  eine Rotation.  
   Zeigen Sie mit  

  A = 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

2

1 cos cos 1 cos sin 1 cos sin

1 cos sin 1 cos cos 1 cos sin

1 cos sin 1 cos sin 1 cos cos

a ab c ac b

ab c b bc a

ac b bc a c

⎡ ⎤− θ + θ − θ − θ − θ + θ
⎢ ⎥
⎢ ⎥− θ + θ − θ + θ − θ − θ
⎢ ⎥
⎢ ⎥− θ − θ − θ + θ − θ + θ⎣ ⎦

 für ( , , ) 1a b c = ,  

   dass der Drehwinkel  θ   die Gleichung  
sp( ) 1

cos
2
A −

θ =   erfüllt. 

 
63.   Erfüllt  A  die Voraussetzungen von Aufgabe 62, so beschreibt für jeden beliebigen 
(4.2.28)  Vektor  x ≠ 0     u = Ax + ATx + [1 – sp(A)]x   die Rotationsachse, wenn  u  mit  
   seinem Anfangspunkt im Ursprung liegt.   

   i)  Zeigen Sie, dass 

81 4
9 9 9
8 4 1
9 9 9
4 7 4
9 9 9

A

⎡ ⎤−
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

 die Darstellungsmatrix einer Rotation im  Ñ3  ist.  

   ii)   Bestimmen Sie einen Einheitsvektor, der die Rotationsachse beschreibt. 
   iii)   Berechnen Sie den Drehwinkel um die ermittelte Achse. 
 
64.   Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von  T : Ñ3 → Ñ3 . 
(4.3.14)      
  i)    T  spiegelt Vektoren an der xz-Ebene und staucht das Ergebnis um den Faktor k = 1

5 ,   

  ii)   T  projiziert jeden Vektor erst auf die xz- und dann auf die xy-Ebene, 
  iii)  T  spiegelt einen Vektor zuerst an der xy-, dann an der xz- und schließlich an der 
   yz-Ebene. 
 
65.     i)   Ist die Komposition injektiver Transformationen injektiv?   
(4.3.20)    ii)  Kann die Komposition einer injektiven mit einer nichtinjektiven linearen  
        Transformation injektiv sein? 
 
66. i)   Beweisen Sie die Linearität der Transformation  T :  Ñ3 →  Ñ3 

         ( ) ( )
2

2
n r

r T r r n
n

⋅
= −6 . 

ii)  Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix ( ) ( ) ( )( )1 2 3 3  für  und n=(1,-1,0)A T T e T e T e n e= = =⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

 
 iii)  Begründen Sie, dass die obige angegebene lineare Transformation  T  eine 
       Spiegelung an der Ebene beschreibt, die den Nullpunkt enthält und durch den 
       Normalenvektor  n  festgelegt ist. 
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67.  Es sei  l  die Gerade in der xy-Ebene, die durch den Ursprung verläuft und mit 
(4.3.23)  der positiven x-Achse den Winkel  θ (0 ≤ θ < π) einschließt, und sei T : Ñ2 → Ñ2 
  die Spiegelung an l . 
 
           y     x         l 
 
 
 
 
            T(x) 
 
            x 
        θ 
 
 Bestimme die Standarddarstellungsmatrix von T. 
 
 
68. Beweise: Für einen linearen Operator T : Ñn → Ñn  sind die Aussagen 
(4.3.24) α)  T injektiv  β)  T surjektiv       γ)  T bijektiv    äquivalent. 
 
 
69.  Indicate whether the statement is always true or sometimes false. Justify 
(4.3.25)  your answer by giving argument or a counterexample. 
 
  i) If  T maps Ñn  into  Ñm, and  T(0) = 0, then T is linear. 
 
  ii) If  T : Ñn  → Ñm  is a one-to-one linear transformation, then there are no  

   distinct vectors  u and v  in Ñn  such that   T(u – v) = 0. 
 
  iii) If  T : Ñn  → Ñn  is a linear operator, and if  T(x) = 2x  for some vector x, 
   then  λ = 2 is an eigenvalue of T. 
 
  iv) If  T maps Ñn  into  Ñm, and if  T(c1u + c2v) = c1T(u) + c2T(v) for all 

   scalars c1  and c2 and for all vectors u an v in  Ñn , then T is linear. 
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Überprüfen Sie für die Mengen in den Aufgaben  70 und 71  alle Vektorraumaxiome. 
 
70. Alle Paare  (x, y)  reeller Zahlen, für die  x ≥ 0  gilt, mit den Standardoperationen des Ñ2 . 
(5.1.6)  

71. Die  2 x 2-Matrizen  
0

0
a

b
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  mit der bekannten Matrixaddition und skalaren Multiplikation 

 
 
72. Zeigen Sie, dass die positiven reellen Zahlen mit den Operationen   
(5.1.15)  x ⊕ y := xy   und   k Ÿ x := xk    einen Vektorraum bilden.  
 
73. Schreiben Sie die Polynome als Linearkombination von  p1 = 2 + x + 4x2 , 
(5.2.9) p2 = 1 – x + 3x2  und  p3 = 3 + 2x + 5x2 : 
 
 i)   –9 –    7x – 15x2 ii)   6 + 11x +   6x2 iii)   0    iv)   7 +   8x +   9x2 
 
74. Welche der Matrizen lassen sich als Linearkombination von 

(5.2.10) 
4 0
2 2

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 ,  
1 1
2 3

B
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ,  
0 2
1 4

C ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

   darstellen? 

 

 i)   
6 8
1 8

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 ii)   
0 0
0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 iii)   
6 0
3 8
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 iv)   
1 5

7 1
−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
75. Entscheiden Sie, ob die gegebenen Vektoren ein Erzeugendensystem des Ñ3 bilden.  
(5.2.11) 
 i) v1 = (2, 2, 2), v2 = (0, 0, 3), v3 = (0, 1, 1) 
 ii) v1 = (2, –1, 3), v2 = (4, 1, 2), v3 = (8, –1, 8) 
 iii) v1 = (3, 1, 4), v2 = (2, –3, 5), v3 = (5, –2, 9), v4 = (1, 4, –1) 
 iv) v1 = (1, 2, 6), v2 = (3, 4, 1), v3 = (4, 3, 1), v4 = (3, 3, 1) 
 
76. Seien  v1 = (2, 1, 0, 3), v2 = (3, –1, 5, 2)  und  v3 = (–1, 0, 2, 1) . Welche Vektoren 
(5.2.14) liegen in  span{ v1, v2, v3 }? 
 
 i)   (2, 3, –7, 3)     ii)   (0, 0, 0, 0)     iii)   (1, 1, 1, 1)     iv)   (–4, 6, –13, 4) 
 
77. Beweisen Sie Satz (Anton) 5.2.4 (Satz V.5 aus der Vorlesung). 
(5.2.18) 
 
78. Zeigen Sie mit Satz (Anton) 5.2.4 (Satz V.5 aus der Vorlesung), dass   
(5.2.19) v1 = (1, 6, 4), v2 = (2, 4, –1), v3 = (–1, 2, 5)  und   w1 = (1, –2, –5),  w2 = (0, 8, 9)  
 denselben Unterraum von  Ñ3  aufspannen. 
 
79. Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen Unterräume von F(–¶,¶) sind: 
(5.2.21) 
 i)   Die stetigen Funktionen,      
 ii)   die differenzierbaren Funktionen, 
 iii)  die differenzierbaren Funktionen mit  f´ + 2f = 0 . 
 
80. Zeigen Sie, dass V = P(M) = Potenzmenge einer Menge M ein K-Vektorraum ist mit 
 K = {0,1} und A + B := A Δ B = (A ∪ B) \ (A ∩ B),  1A := A,  0A := ∅ . 
 

(5.1.10)  
aus Kapitel I. 
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81.  Für welche  λ  sind die folgenden Vektoren linear abhängig? 
(5.3.8)   
  ( )= λ − −1 1

1 2 2, ,v  ( )1 1
2 2 2, ,= − λ −v  ( )1 1

2 2 2, ,= − − λv  

 
 
82.  Beweisen Sie, dass jede nichtleere Teilmenge einer linear unabhängigen Menge 
(5.3.10)  S = { v1, v2, μ, vr }  selbst linear unabhängig ist. 
 
 
83.  Sei  { v1, v2, μ, vr }  eine linear abhängige Teilmenge des Vektorraums  V, und es 
(5.3.12)  seien  vr+1, μ, vn  beliebige Vektoren aus  V. Zeigen Sie, dass  
  { v1, v2, μ, vr, vr+1, μ, vn }  linear abhängig ist. 
 
84.  Wann ist eine einelementige Menge linear unabhängig? 
(5.3.17) 
 
85.  Zeigen Sie, dass die Funktionen linear unabhängig sind. 
(5.3.20)   
  i)   1, x, ex      ii)   sin x, cos x, x sin x      iii)   ex, xex, x2ex      iv)   1, x, x2 

 
 
86.  Sei  V = span{ v1, v2, v3 }  mit   v1 = cos2x, , v2 = sin2x  und  v3 = cos2x. 
(5.4.6)  
  i)   Zeigen Sie, dass  { v1, v2, v3 }  keine Basis von  V  ist. 
  ii)  Bestimmen Sie eine Basis von  V. 
 
 
87.  Sei  { v1, v2, v3 }  eine Basis des Vektorraumes  V, und seien u1 = v1, u2 = v1 + v2   
(5.4.22)  und u3 = v1 + v2 + v3 . Zeigen Sie, dass  { u1, u2, u3 }  eine Basis von  V  ist. 
 
 
88.  Bestimmen Sie eine Basis der linearen Hülle folgender Vektoren in P2. 
(5.4.26)   

  i)   –1 + x – 2x2,  3 + 3x + 6x2,  9      ii)   1 + x,  x2,  –2 + 2x2,  –3x 
  iii)  1 + x – 3x2,  2 + 2x – 6x2,  3 + 3x – 9x2 

 
 
89.  Geben Sie eine Basis des Nullraumes von  A  an. 
(5.5.6) 

  i)   
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

1 1 3
5 4 4
7 6 2

A       ii)   
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 0 1
4 0 2
0 0 0

A       iii)   
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

1 4 5 2
2 1 3 0
1 3 2 2

A  

 

  iv)   

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 4 5 6 9
3 2 1 4 1
1 0 1 2 1
2 3 5 7 8

A       v)   

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

1 3 2 2 1
0 3 6 0 3
2 3 2 4 4
3 6 0 6 5
2 9 2 4 5

A  
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90.  Bestimmen Sie Basen für die Zeilenräume der Matrizen aus Aufgabe 89 (5.5.6). 
(5.5.8) 
 
 
91.  Bestimmen Sie Basen für die Spaltenräume der Matrizen aus Aufgabe 89 (5.5.6). 
(5.5.9) 
 
 
92.  Bestimmen Sie Basen für die Zeilenräume der Matrizen aus Aufgabe 89 (5.5.6), 
(5.5.10)  die nur Zeilenvektoren von  A  enthalten. 
 
 
93.  Bestimmen Sie eine Teilmenge der gegebenen Vektoren, die eine Basis des auf-  
(5.5.12)  gespannten Raumes ist, und stellen Sie die übrigen Vektoren als Linearkombinationen 
  dieser Basis dar. 
 
  i)    v1 = (1, 0, 1, 1),  v2 = (–3, 3, 7, 1),  v3 = (–1, 3, 9, 3),  v4 = (–5, 3, 5, –1) 
 
  ii)   v1 = (1, –2, 0, 3),  v2 = (2, –4, 0, 6),  v3 = (–1, 1, 2, 0),  v4 = (0, –1, 2, 3) 
 
  iii)  v1 = (1, –1, 5, 2),  v2 = (–2, 3, 1, 0),  v3 = (4, –5, 9, 4),  v4 = (0, 4, 2, –3), 
   v5 = (–7, 18, 2, –8) 
 
 
94.  Wir betrachten ein rechtwinkliges  xyz-Koordinatensystem. 
(5.5.14)   
  i)    Zeigen Sie, dass der Nullraum von  
 

   
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 1 0
1 0 0
0 0 0

A    

 
   aus allen Punkten der z-Achse besteht, und die xy-Ebene den Spaltenraum von 
   A  bildet. 
       z 
 
       Nullraum von A 
                      y 
      Spaltenraum 
      von A 
    x 
 
  ii)   Bestimmen Sie eine 3 x 3-Matrix, deren Nullraum die x-Achse und deren  
   Spaltenraum die yz-Ebene ist. 
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95.      a) b) c) d) e) f) g) 
(5.6.4,7,8)  Format von A 3 x 3 3 x 3 3 x 3 5 x 9 9 x 5 4 x 4 6 x 2 
 
  rang(A)  3 2 1 2 2 0 2 
 
  rang(A | b)  3 3 1 2 3 0 2 
 
 i) Berechne die Dimension des Zeilen-, des Spalten- und des Nullraumes von 
  A und AT. 
 

 ii) Entscheide, ob Ax = b konsistent ist und bestimme gegebenenfalls die Zahl der 
  Parameter der allgemeinen Lösung. 
 

 iii) Bestimme die Parameterzahl der allgemeinen Lösung von Ax = 0. 
 
96.  Wie groß kann der Rang einer m x n-Matrix A höchstens sein? Wie groß ist der (5.6.6)

  Defekt mindestens? 
 
97.  Für welche b1, b2, …, b5 ist das überbestimmte System 
(5.6.9) 

  

1 2 1

1 2 2

1 2 3

1 2 4

1 2 5

3

2

4

5

x x b

x x b

x x b

x x b

x x b

− =

− =

+ =

− =

+ =

    konsistent? 

 
98.  Gibt es Skalare  r  und  s ,  sodass 
(5.6.13) 

  

1 0 0
0 2 2
0 1 2
0 0 3

r
s r

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  den Rang 1 oder 2 hat? 

 
99.  Sei A eine 3 x 3-Matrix, deren Spaltenraum eine Ebene durch den Ursprung ist. 
(5.6.14)  Beschreibe den Zeilen- und den Nullraum von A. 
 
100.  Eine Matrix A ist genau dann vom Rang r, wenn sie eine r x r-Untermatrix mit  
(5.6.erg.Übg.12) nichtverschwindender Determinante besitzt und alle größeren quadratischen 
  Unterdeterminanten null sind. (Untermatrizen von A sind alle Matrizen, die 
  durch Streichen von Spalten und/oder Zeilen aus A entstehen, sowie die 
  Matrix A selbst.) Berechne mit diesem Kriterium den Rang folgender 
  Matrizen: 
 

  i) 
1 2 0
2 4 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  ii) 
1 2 3
2 4 6
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

  iii) 
1 0 1
2 1 3
3 1 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  iv) 
1 1 2 0
3 1 0 0
1 2 4 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠
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Theorem LA1 
 
Für  A ∈ Kn x n  und  TA : Kn   →   Kn mit TA(x) = Ax sind folgende Aussagen äquivalent: 
 
1) A ist invertierbar. 

2) Ax = 0 hat nur die triviale Lösung. 

3) A hat die reduzierte Zeilenstufenform 1n. 

4) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen. 

5) Ax = b ist für jede n x 1-Matrix b lösbar. 

6) Ax = b ist für jede n x 1-Matrix b eindeutig lösbar. 

7) det(A) ∫ 0. 

8) TA ist bijektiv. 

9) TA ist surjektiv. 

10) TA ist injektiv. 

11) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhängig. 

12) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhängig. 

13) Die Spaltenvektoren von A erzeugen den Raum Kn. 

14) Die Zeilenvektoren von A erzeugen den Raum Kn. 

15) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Basis des Kn. 

16) Die Zeilenvektoren von A bilden eine Basis des Kn. 

17) rang(A) = n. 

18) def(A) = 0. 

 

 

 

 

11 1 1 11 1

22 2

1

elem. Zeilenumformungen
Spaltenvertauschungen

0
*

0

0 0

l l

n

kk

m mn m m

a a b a b
a b

a

a a b b

A b A b←⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

′←⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′ ′

"

% #
# # #

#
"
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101. Seien  A, B ∈ n nK × . Zeigen Sie 

 i) 0K

k
A

∈
=∨

ô
   ⇒    1 – A  ist invertierbar. 

 ii) AB BA− =1   ⇒   1k k k

k
A B BA kA −

∈
− =∧

ô
 

 
102. i) Invertieren Sie die Matrix 
 

1 2 1
: 1 1 1

1 1 1
B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

  mit Hilfe von elementaren Zeilenumformungen von ( )3: ,C B= 1 . 
 

 ii) Berechnen Sie die Produkte  AlB  und  BAr  mit den Matrizen  Al ú (1  2  3)   
  und  Ar ú (1  2  3)T. 
 
103. i) Bestimmen Sie für die erweiterte Matrix  
 

( )
1 2 1 3 5

| : 0 1 3 2 1
0 0 0 0 0

A b
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  die Menge Lös(A|b) ⊆ Ð4. 
 

 ii) Lösen Sie dieselbe Aufgabe im Restklassenkörper  Z3. Schreiben Sie alle  
  Lösungen explizit hin. 
 
104.  i) Berechnen Sie die Determinante der Matrix 
 

1 2 0 1
1 1 1 3

:
3 1 1 1
2 4 0 0

M

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

 

  mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes. 
 

 ii) Berechnen Sie mit Hilfe der Cramerschen Regel die Unbekannte  x2  in dem  
  linearen Gleichungssystem 
 

Mx = (1  2  0  3)T. 
 

105.  i) Berechnen Sie für die Vektoren 
 

1 0 1
: 3 , : 1 , : 0

2 1 1
u v w

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

  die Zahlen  
2

( )
und ,

( )

u v w u v w
u v u v u v

⎡ ⎤ × ⋅⎣ ⎦
×⎡ ⎤ ×⎣ ⎦

 

 

  wobei für drei Vektoren  a, b, c ∈ Ñ3   [a  b  c] = det(a  b  c) ist. 
 
 ii) Beweisen Sie für  u, v, w ∈ Ñ3  mit  n ú u × v ≠ 0  die Gültigkeit der Formel 
 

2
= .

u v w n w
u v n n

⎡ ⎤ ⋅⎣ ⎦
⎡ ⎤⎣ ⎦
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106.  Gegeben sind zwei Vektoren  u ú(2, –5, 6)  und  v ú (3, 6, 9) . 
 

 i) Berechnen Sie die Projektion von  u  auf  v  sowie die zu  v  orthogonale  
  Komponente von  u. 
 

 ii) Berechnen Sie  cos(u, v). 
 
107. Beweisen oder widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel die Aussagen i), ii) und iii). 
 

 Sei  U  ein Unterraum des Vektorraums  V . Dann gilt für alle  u, v ∈ V : 
  i) u, v ∉ U  ⇒  u + v ∉ U , 
  ii) u, v ∉ U  ⇒  u + v ∈ U , 
  iii) u ∉ U, v ∈ U  ⇒  u + v ∉ U . 
 
108. Betrachtet wird die Matrix 
 

( )
1

2 1 2 3 4

3

1 2 3 5
4 3 1 2
1 5 4 9

r
A r c c c c

r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 

 i) Bestimmen Sie mit Hilfe der reduzierten Zeilenstufenform R  der Matrix A 
  α) eine Basis vom Zeilenraum (A), 
  β) eine Basis vom Spaltenraum (A),  
  γ) eine Basis vom Nullraum (A). 

δ) Stellen Sie die Spalten  c1, c2, c3, c4  als Linearkombination der  
ermittelten Basis dar. 

 ii) Wie lautet die allgemeine Lösung  x = x0 + xh  des inhomogenen LGS  
3
1
4

Ax
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ? 

 iii) Geben Sie zwei linear unabhängige Vektoren  b1, b2 an, für die das LGS Ax = b  
  nicht lösbar ist, d. h. die nicht im Spaltenraum von  A  liegen. 
 
109. Stimmt’s? 
             ja        nein 
 Man kann je zwei Vektoren eines Vektorraums addieren.    � � 
 
 Man kann einen Vektor  v  durch einen Vektor  w  dividieren, falls  w ≠ 0  ist.  � � 
 
 Die Vektoren  v1, v2, …, vn  sind linear unabhängig, wenn mindestens eine  
 Linearkombination von  v1, v2, …, vn  den Nullvektor ergibt.    � � 
 
 Die Vektoren  v1, v2, …, vn  sind linear unabhängig, wenn ihre Summe  0  ist.  � � 
 
 Ist  S  ein Erzeugendensystem eines Vektorraums  V , so ist jeder Vektor durch  
 höchstens eine Linearkombination der Vektoren aus  S  darstellbar.    � � 
 
 Welche der folgenden Objekte haben eine Dimension? 
  Ein Vektor,          � � 
  eine Linearkombination,        � � 
  eine Basis,          � � 
  ein Unterraum.         � � 
 
 Sei  V  ein Vektorraum. 
 Jede Teilmenge einer Menge linear abhängiger Vektoren ist linear abhängig.   � � 
 Wenn eine Basis von  V  endlich ist, sind alle Basen von  V  endlich.    � � 
 Es gibt eine Basis des  Ñ3  aus Vektoren der Form  (x, x, x).     � � 
 

 Jeder Vektor der Form  (x, x, x) kann zu einer Basis von  Ñ3  ergänzt werden. � � 
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